Rys. 1(a) i (b). Twierdzenie o stycznej
i cieciwie oraz twierdzenie odwrotne

do niego.

Rys. 3. a = XAKN = XANK,

v =XCLM = XCML.

Rys. 4

Rys. 5

Styczna i cieciwa Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie o stycznej i cieciwie (*) jest niezwykle prostym, a zarazem ogromnie
przydatnym faktem z elementarnej geometrii. Glosi ono, ze kgt miedzy styczng
do okregu a jego cieciwq przechodzgcq przez punkt stycznosci rowny jest kqtowi
wpisanemu w ten okrgg, opartemu na odpowiednim luku — rysunek 1(a). Dla
dowodu wystarczy rozwazy¢ ten sposrdéd katoéw wpisanych, ktorego ramie jest
prostopadte do stycznej.

Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne do (x): jesli odpowiednie katy sa réwne
(rys. 1(b)), to okrag opisany na trdjkacie jest styczny do danej prostej.

1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéow BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Prosta réwnolegta do AB, przechodzaca przez
punkt C', przecina proste F'E i F'D odpowiednio w punktach K i L. Udowodnij,
ze na czworokacie K EDL mozna opisaé okrag.

2. Czworokat T jest wpisany w okrag I oraz opisany na okregu [s, przy czym
K,L M, N sa kolejnymi punktami stycznosci 7" z I'5. Wykaz, ze KM L LN.

3. Dany jest kwadrat ABCD i taki punkt P w jego wnetrzu, dla ktorego
XCAP = «<DCP = 19°. Wyznacz X ABP.

4. Okrag I', wpisany w tréjkat ABC), jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Wykaz, ze érodki P, @, R okregéw wpisanych
w tréjkaty AEF, BFD, CDE leza na okregu I'.

Rozwigzania

R1. Korzystajac kolejno z réwnoleglosci prostych AB i KL oraz
z twierdzenia (), uzyskujemy < EKL = SEFA = SEDF (rys. 2). Stad
SEKL+ XEDL = XFEKL+ 180° — X EDF = 180°, co konczy dowéd. [

R2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 3. Skoro czworokat T" jest wpisany
w okrag, to 180° = x BAD + < BCD = 180° — 2a 4 180° — 27, wiec a + v = 90°.

Jednoczesnie, na mocy twierdzenia (%) dla okregu I's, mamy < K LN = « oraz
XLKM = . Wobec tego < KPL = 180° — a — v = 90°, co konczy dowdd. [

R3. Na mocy danej réwnosci katéw oraz twierdzenia odwrotnego do (x), prosta
CD jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie PAC (rys. 4). Wobec tego
§rodek tego okregu lezy na prostej BC (bo BC' L CD). Analogicznie prosta AD
takze jest styczna do tego okregu, gdyz < DAP = X ACP = 26°, zatem $rodek
rozwazanego okregu lezy tez na prostej AB. Stad jest nim punkt B.

Kat ABP jest wiec katem $rodkowym opartym na tym samym luku, co kat
wpisany AC' P, zatem <ABP = 2-26° = 52°. [J

R4. Oznaczmy $érodek krétszego tuku EF okregu I' przez P’ (rys. 5). Wéwczas
IP'EF = <P'FE = <P'EA, przy czym druga réwno$é wynika

z twierdzenia (x). Wobec tego P’ lezy na dwusiecznej kata AEF. Analogicznie
dla kata AFE, wigc P/ = P. Dowdd dla punktéw @Q i R przebiega podobnie. [J

Zadania domowe
5. Udowodnij twierdzenie o stycznej i cigciwie oraz twierdzenie odwrotne.

6. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Proste styczne do tych okregéw
w punkcie A przecinaja je w drugich punktach C'i D. Wykaz, ze X ABC = < ABD.

7. Z punktu P poprowadzono prosta przecinajaca dany okrag I" w punktach
A i B oraz prosta styczng do I' w punkcie C. Wykaz, ze PA- PB = PC2.

8. Okrag I" jest styczny do prostej k w punkcie D, cieciwa AB tego okregu jest
rownolegla do k, punkt C nalezy do prostej k. Proste AC' i BC przecinaja
okrag I' w drugich punktach E i F. Wykaz, ze prosta EF przechodzi przez
srodek odcinka C'D.

9. W sytuacji z zadania 4 wykaz, ze proste DP, EQ, F'R przecinaja sie
w jednym punkcie J oraz ze punkty F' i J sa symetryczne wzgledem prostej PQ.
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