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Kazde przeksztalcenie afiniczne jest
ztozeniem pewnego podobienstwa

i pewnego powinowactwa prostokgtnego
o skali A > 1. Takie powinowactwo f
kazdy punkt X odsuwa A razy dalej

od pewnej ustalonej prostej (osi):
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Rys. 1. a — duza péto$, b — mala poétos.
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Rys. 2. X' oznacza obraz punktu X.

Rys. 3. AK = BL =CM.
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Kazdy tréjkat jest r6wnoboczny
Joanna JASZUNSKA

Przeksztalcenie afiniczne plaszezyzny to takie réoznowartosciowe przeksztalcenie
plaszczyzny w siebie, przy ktérym obrazem kazdej prostej jest prosta. Wszystkie
podobiefistwa spelniaja te warunki, ale nie tylko one (wiecej na marginesie). Niektére
wlasnosci przeksztalcen afinicznych:

(a) Zachowuja: réwnoleglo$¢ prostych, stosunek dlugosci odcinkéw réwnoleglych,
stosunek pol.

(b) Sa odwracalne i przeksztalcenia odwrotne do nich réwniez sa afiniczne.

(¢) Kazdy trojkat mozna przeprowadzi¢ afinicznie na dowolny inny; co wiecej, obrazy
wierzchotkow tréjkata jednoznacznie definiujg przeksztalcenie afiniczne.

Wynika z tego, ze dowolny réwnoleglobok mozna przeksztalcié¢ afinicznie na dowolny
inny (wystarczy przeksztalcié trzy jego wierzcholki, obraz czwartego zadany jest
jednoznacznie przez réwnoleglosci podstaw).

(d) Kazda elipse mozna przeksztalci¢ na okrag, zatem tez na dowolna inng elipse.

Zamiast wiec rozwazaé dany trojkat, réwnoleglobok czy elipse, czesto wystarczy
rozwazy¢ odpowiednio trojkat réwnoboczny, kwadrat lub okrag, o ile inne
interesujace nas wlasnosci sa niezmiennikami przeksztalcen afinicznych (punkt (a)).

1. Udowodnij, ze w dowolnym tréjkacie sSrodkowe przecinaja sie w jednym punkcie
i dziela w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka.

2. Wykaz, ze w kazdym trapezie o nieréwnoleglych ramionach punkt przecigcia ich
przedluzen, punkt przeciecia przekatnych i srodki podstaw leza na jednej prostej.

3. Wykaz, ze jezeli punkt O jest érodkiem elipsy wpisanej w czworokat ABC D, to
[OAB] + [OCD] = [OBC] + [ODA], gdzie [F] oznacza pole figury F.

4. Wyznacz pole elipsy, znajac dlugosci jej pélosi (rys. 1).

5. Punkty K, L, M leza odpowiednio na bokach AB, BC,C'D réwnolegloboku
ABCD, przy czym % = % = %. Proste b, ¢, d przechodza odpowiednio przez
punkty B, C, D oraz sa réwnolegte odpowiednio do prostych KL, KM, LM.

Udowodnij, ze proste b, ¢, d przecinaja si¢ w jednym punkcie.

6. Kazda z przekatnych czworokata wypuktego dzieli go na tréjkaty o rownych
polach. Wykaz, ze ten czworokat jest rownolegtobokiem.

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Tréjkat réwnoboczny ma zadane wlasnosci. Dowolny inny tréjkat jest jego
obrazem przy pewnym przeksztalceniu afinicznym, ktére zachowuje srodki bokéw,
a wiec takze $rodkowe, ich wspolpekowosé oraz stosunek podziatu. [

R3. PrzeprowadZzmy dana elipse afinicznie na okrag o promieniu r, obrazem
punktu O jest $rodek okregu O’ (rys. 2). Czworokat A'B'C'D’ jest opisany

na okregu, zachodzi wiec réwnosé¢ A’B’' + C'D’ = B'C’ + D' A’. Mnozac obie strony
przez r/2, uzyskujemy teze dla okregu. Przeksztalcenia afiniczne zachowuja réwnosé
pol, zatem teza zachodzi takze dla wyjsciowej elipsy. [J

R4. Opiszmy na elipsie prostokat o bokach dlugosci 2a i 2b, réwnoleglych do jej
poélosi. Powinowactwo prostokatne o skali a/b i o osi zawierajacej duza p6los elipsy
przeksztalca nasz prostokat na kwadrat, a elipse na kolo wen wpisane. Stad stosunek
pola P elipsy do pola 4ab prostokata réwny jest stosunkowi pola kota do pola
kwadratu na nim opisanego, czyli w/4. Wobec tego P = wab. O

R5. W mysl uwagi poprzedzajacej zadania, wystarczy rozwazy¢ kwadrat (rys. 3).
Odcinek LM powstaje z odcinka K L przez obrét o 90° wokol srodka kwadratu, zatem
KL 1 LM, wiec takze b L d. Stad punkt E przeciecia prostych b i d lezy na okregu
opisanym na kwadracie. Ponadto skoro DE || LM, to punkt F musi naleze¢ do tego
tuku AC okregu, ktéry zawiera B. Wobec tego XCED = <CBD =45° = XKML.
Na mocy DE || LM wynika stad, iz CE || KM, czyli CE = c. Zatem proste b, ¢, d
przecinaja sie w jednym punkcie E. [J
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