Czy matematyk pracuje, czy sie bawi?
Zawdd matematyka ma wiele zalet.

Homo oeconomicus za gtéwna z nich uwaza tanio$¢. Faktycznie, obiekty
badan matematykdéw nie sa z tego Swiata, nie mozna zatem kupié

ich ani w specjalistycznej hurtowni, ani w supermarkecie, ani nawet

w osiedlowym sklepiku.

Homo oecologicus jako gtéwna zalete wymieni fakt, iz matematyczne
obiekty nie podlegaja cywilizacyjnym zanieczyszczeniom i wynikajacym
z nich deformacjom.

Homo logisticus wskaze obywanie si¢ bez laboratoriéw, a nawet wlasciwie
bez odpowiednich pomieszczen. Matematyke istotnie mozna uprawiaé wszedzie.

Homo libertinus wskaze niezalezno$¢ matematyki od ideologii i polityki.

Sa wreszcie i tacy, ktorzy sa przekonani, iz my$l matematyczna buja
w nieosiagalnych dla niematematykéw przestworzach i tym sposobem jest
bardziej niezalezna niz jakakolwiek inna mysl.

Wiszystko to pewnie prawda, ale moje obserwacje kolegéw matematykow
kazalyby mi wymieni¢ dwie inne, wyrdzniajace ten zawdd zalety. Pierwsza

z nich to nieprawdopodobna wrecz obfito$¢ problematyki — nie sposéb wymienié¢
sytuacje, ktora nie mogtaby stac sie inspiracja do podjecia matematycznego
dociekania. Druga za$ to fakt, ze matematyk pracujac, bawi sie, ze praktycznie
kazda forma zabawy moze postuzyé¢ jako alegoria matematycznych dociekan.

Ostatnio miatem okazje zaobserwowaé to w niemal czystej formie. Jeden

z moich kolegéw — nazwijmy go Jurkiem — szperal po artykutach w réznych
czasopismach, poszukujac przyktadu zaleznosci, ktéra miata upogladowié
prezentacje jego aktualnych prac. I tak trafil na artykut Junpei Sekino
n-Ellipses and the minimum distance sum problem w American Mathematical
Monthly, Vol. 106, No. 3 (1999), 193-202.

Niezaleznie od powodu napisania wymienionego artykutu, mozemy w nim
znalez¢ definicje n-elipsy jako zbioru punktéw, ktorych suma odleglosci

od danych n punktéw jest stata. Gdy jako punkty wezmiemy wierzchotki
n-kata foremnego, a sumie odlegtosci kazemy by¢ réwna odleglosci jednego

z nich od pozostalych, to powstanie wlasnie figura, ktérej wlasnosci byty
potrzebne Jurkowi. W szczegélnosci cheial wiedzieé, czy krzywa ta jest gladka,
czy tez moze ma dziobki. Oczywiscie, dziobki moglyby sie pojawi¢ tylko

w wierzcholkach n-kata. Ale jak stwierdzi¢, czy sa?

? Kiedy zapoznal mnie ze swoim problemem, postanowilem to sprawdzié
w najprostszej sytuacji, czyli dla tréjkata. A Ze nie mialem sensownego
1 pomystu, wiec zaczalem liczy¢, co okazalo sie do tego stopnia meczace, ze te
droge poszukiwania odpowiedzi uznalem za glupia. Powiedziatem tez o tym
y 0 ‘ ] przy jakiejs$ okazji koledze — nazwijmy go Zbyszkiem. Ten uznal, ze moje
' trudnosci to jeszcze jeden przyklad na to, jak jestem zacofany, i wpuscit
] A 4 rzecz do Mathematiki, ktora stwierdzila, ze krzywa jest gltadka. Ale to mu
Dl nie odpowiadalto, wigc poszukat btedu w swoim wpuszczaniu, znalazt go,
L poprawil i wtedy Mathematica powiedziala (i pokazala — patrz rysunek),
ze dziobki sa.
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* No i wtedy zawstydzil sie, ze zabral sie do geometrii z komputerem — to
Poziomice funkcji tak, jakby z nozem do ryby. Wiec rozwiazal problem dla tréjkata metodami
\/m n klasycznej geometrii, ale tak go to rozochocilto, ze odkryl, o co tak naprawde

. > w tym problemie chodzi, i rozwiagzal go klasycznie dla dowolnego n, co jest
+ \/ (w + %) + (y _ _) + przedstawione na nastepnych stronach.

W moim przekonaniu dowodzi to niezbicie tego, od czego zaczalem ten tekst.

+\/(m+%)2+('y+§>2—2\/§. Marek
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Rozwigzanie zadania M 1400.
Przypusémy przeciwnie, ze po pewnej
liczbie krokéw zmazaliSmy wszystkie

liczby. Powiedzmy, ze w ostatnim kroku
wybrali$émy liczbe l. Skoro zostala ona

zmazana, to [ |p + I, czyli réwniez [ | p,

azatem [ =1 lub [ = p.

Wykazemy najpierw, ze musieliSmy
wykonaé¢ co najmniej trzy kroki.
Jest jasne, ze wykonalidmy wiegcej
niz jeden. Przypusémy wiec,

ze po dwoch krokach wszystkie
liczby zostaly zmazane. Niech

k il beda odpowiednio liczbami
wybranymi w pierwszym i drugim Ajs
kroku. Poniewaz liczba 1 znikneta

z tablicy po pierwszym kroku,

wiec | = p, co oznacza, ze

po pierwszym kroku na tablicy
byly wytacznie liczby 2 i p lub
tylko p. Poniewaz 2 < p —1 < p,
wiec p — 1 zmazaliSmy w pierwszym
kroku, a zatem p — 1|p + k.
Natomiast z nieréwnosci
p—1<p+k<3(p—1) wynika, ze
p+k=2(p—1),czylik=p— 2.
Ale p — 2 tez musialo zostac
zmazane w pierwszym kroku, wigc
p—2]|2(p — 1), co jest niemozliwe.
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Zalézmy teraz, ze w przedostatnim
kroku (ktéry nie jest jednoczesnie
pierwszym) wybrali$my liczbe m.

Ta liczba nie zostala zmazana w tym
kroku, gdyz m | m + p oznacza, ze m = 1
lub m = p, ale 1 zniknela w pierwszym
kroku, a p musi by¢ wybrane w ostatnim.
Zatem m zmazujemy w ostatnim kroku,
czyli m | 2p, wiec m = 2. Wobec tego

w przedostatnim kroku moglismy
wymazadé tylko dzielniki liczby p + 2.

Ale ta liczba jest pierwsza, wiec

nie wymazaliSmy nic, co daje sprzeczno$c.

Rys. 1

Rys. 3

Zadanie — przypadek ogdélny. Wykazaé, ze jesli A; ... A, jest n-katem
foremnym, to krzywa plaska K, sktadajaca sie z punktéw X, spelniajacych
warunek

[ XA+ | XA+ ...+ | XA, = |[A1 A1 + A1 Az + ...+ |A1 AL,
ma ostrza w wierzchotkach A; wielokata.

Rozwiazanie rozpoczniemy od dowodu nastepujacej obserwacji.

Stwierdzenie. Krzywa K jest zawarta w 2n-kacie foremnym A, By ... A, B,.
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Rys. 2

Dowdéd. Poniewaz symetrie wielokata A; ... A, przeprowadzaja krzywa K
na siebie, wystarczy udowodnié, ze kazdy punkt krzywej K, lezacy w kacie
A10By, jest punktem trojkata A;OB;.

W tym celu rozwazmy dwusieczna d kata Az A;Ay,:
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Rys. 4
Gdy n jest nieparzyste, jest to prosta A;A(,43)/2; gdy n jest parzyste,
dwusieczng jest prosta Ay B(,42)/2-

Wykazemy, ze d | A1By. W tym celu zauwazmy, ze < A3A; Ay =
LAz A1 By = g, jako katy wpisane oparte odpowiednio na % lub % czesci

I oraz
n

okregu opisanego. W podobny sposob ustalamy, ze < A3A; A, = (nfnzs)ﬁ.
Wobec tego kat, jaki tworzy prosta d z prosta A; By, jest réwny
1 n—3)r w s T
SLA3 AL Ap + L A3 A1 As + S A2 A1 By = ( ) + o =2
2 2n n 2n 2



d Zauwazmy, ze prosta d jest tez dwusieczng kazdego z katow Asq ;A1 A, —;, dla
i=0,1,...,|(n —4)/2], gdyz kazdy z tych katéw powstaje z kata A3A; A, przez
odjecie po obu stronach dwusiecznej tej samej wielokrotnosci kata o mierze 7.
Rozwazmy jeden z tych katéw oraz pewien punkt X, ktory nalezy do kata
A, 1 A10By, ale lezy poza trojkatem A;OB; (rys. 5).
Wykazemy, ze | X Ap_i| + | X Asri| > |A1An—i| + |41 4344]. W tym celu odbijemy
punkt A, _; symetrycznie wzgledem prostej A; By (rys. 6).
\ 7 tego, ze d jest dwusieczng kata Asy ;A1 A,—; oraz d L A; By, wynika, ze
A1 punkty A/ ., Ay, As;; sa wspolliniowe. Mamy zatem dla 0 < i < [(n —4)/2]
=
\/ (%) [ X Ap—i| + [ X Aspi] > [ XA | + X Aspi] > A, 1 Aspa] =
X = |A1An—i| + A1 Azl

Rys. 5 Gdy n jest liczba parzysta, kazdy z wierzchotkéw As, ..., A, wystepuje
w dokladnie jednej z powyzszych nieréwnosci (x). Mamy zatem

| XA |+ | XAz +...+|XA,| =

(n—4)/2
= [XAi| + XAzl + D [ XApsi| + | X Aspi| >
=0
(n—4)/2
> XA+ XA+ D [ArAni| + A1 Az >
1=0
(n—4)/2 n
> [Aide[+ D [ArAp] + [A Azl =) A4yl
=0 j=2

Gdy n jest liczba nieparzysta, w nieréwnosciach (x) wystepuja wszystkie
wierzchotki As, ..., A, z wyjatkiem A, 3)/2, ktory wtedy lezy na prostej d
(rys. 7).
Jesli @ jest punktem przecigcia odcinkéw X A, 4 3y/2 oraz Ay Bi, to mamy

| X Amisy el 2 [QAm13) 2] = [A1Amys) /2],
gdyz tréojkat QA1 A(,43)/2 jest prostokatny. Wynika stad
| XA |+ [ XAz + ...+ | XA, =

(n—5)/2
= |X AL+ | X Ao| + | X Anrayel + D 1 X Ansi| + X Asy] >
1=0
(n—5)/2 n
> XA+ [ X Ao| + [ A1 Ay ol + D JATAnsi] + A1 Az > Y [A1 4.
i=0 j=2

W kazdym wiec przypadku punkt X nie nalezy do krzywej K, co konczy
dowdéd stwierdzenia.

Latwo teraz wykazaé, ze krzywa K nie jest gladka w punktach A;, to znaczy
nie ma w tych punktach stycznej. Ze wzgledu na niezmienniczo$é K na obroty
wielokata wystarczy przeprowadzi¢ dowdd dla jednego z wierzchotkow,

np. dla A; (rys. 8).

Rys. 7

Oczywiscie, A; € K. Zauwazmy, ze punkty krzywej K, lezace w poblizu punktu Ay,
sg zawarte w kacie By A1 B,,. Gdyby prosta ¢ byta styczna do krzywej K w punkcie Ay,
to z niezmienniczoéci K ze wzgledu na symetrie w prostej OA; wynikaloby, ze

£ 1 OA;. Ale wtedy, z definicji stycznej jako granicy siecznych wynika, ze istnieje
taki ciag punktéw X; € K, ze katy, jakie tworza wektory X; A, z prosta £, daza
do zera, czyli $OA; X; — 5. Tymczasem mamy zawsze

FOA, X; < XOA B = SOA Ay + X Ay A By =

_1 27r+7r_7r T
o\ ) Ty T 2 o

sprzeczno$¢, ktora konczy rozwiazanie zadania.

Rys. 8 Udzial wzieli Marek KORDOS, Zbigniew MARCINIAK, Jerzy TYSZKIEWICZ




