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Rys. 1. Odlegto$é¢ punktéw
(z1,y1,21) i (z2,y2, 22) réwna jest

\/(331 —22)2 4 (y1 — y2)% + (21 — 22)2.
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Rys. 3. Przy symetrii wzgledem
osi OX wspélrzedna x si¢ nie zmienia,
a wspoélrzedne y i z zmieniajg znak.
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Mnéstwo rachunkéw? Joanna JASZUNSKA

Geometria analityczna kojarzona bywa z duza iloscia rachunkéw, takie rozwiazania
czesto sg dlugie i pracochtonne. Oto kilka przyktadéw, ze nie zawsze jest tak Zle.

1. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC oraz dowolny punkt P na jego okregu
wpisanym. Wykaz, ze suma PA% + PB? + PC? nie zalezy od wyboru punktu P.

c+y+z=1,
w2+y2+z2:1.

(x—2)*+ (y — 1)? = 20,
(x+4)>+ (y+2)° =5.

4. W czworokacie wypukltym ABCD punkty M i N sa odpowiednio $rodkami
bokéw AB i CD, za$ przekatne przecinaja si¢ w punkcie E. Wykaz, ze prosta
zawierajaca dwusieczna kata BEC' jest prostopadla do prostej M N wtedy i tylko
wtedy, gdy AC' = BD.

2. Rozstrzygnij, ile rozwigzan ma uktad réwnan {

3. Rozstrzygnij, ile rozwigzan ma ukltad rownan {

5. W czworoécianie rozwazamy dwusieczne trzech katow plaskich majacych
wspolny wierzchotek. Wykaz, ze jezeli pewne dwie z tych dwusiecznych sa
prostopadle, to wszystkie one sa parami prostopadte.

Rozwigzania

R1. Wprowadzmy uktad wspétrzednych w R® tak, aby A = (1,0,0), B = (0,1,0),
C =(0,0,1) (rys. 1). Wtedy réwnanie plaszczyzny ABC to z +y + z = 1.

Rozwazmy sfere dang réwnaniem z2 + 32 + 22 = 72 dla takiego > 0, aby okrag
wpisany w tréjkat ABC byl przekrojem tej sfery plaszczyzng ABC.

Niech P = (z,v, z). Wéwczas PA? 4+ PB? + PC? = ((z — 1)* +y° 4+ 2%) +

+@?+ (=17 +2Y) + (@ +y’ + (2 - DY) =3@" +y" +2%) — 2w +y+2) +3 =
=3r? — 243 = 3r? + 1, czyli faktycznie nie zalezy od wyboru punktu P z okregu. [
R2. Réwnania opisuja plaszczyzne przechodzaca przez punkty (1,0,0), (0,1,0)

i (0,0,1) oraz sfere o $rodku w punkcie (0,0,0) i promieniu 1. Sfera ta przechodzi
przez te same trzy punkty, wiec przecina sie z dang plaszczyzna wzdluz okregu
przez nie wyznaczonego. Stad uktad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan. O

R3. Réwnania opisuja okrag o $rodku (2,1) i promieniu 2v/5 oraz okrag o érodku
(—4,—2) i promieniu v/5. Odlegto$é miedzy $rodkami tych okregéw réwna jest

V2 +4)2+ (1+2)2 =62+ 32 =322 + 12 = 3V/5, czyli réwna sumie ich
promieni. Okregi sa wigc styczne i uktad réwnan ma jedno rozwiazanie. O

R4. Wprowadzmy uktad wspélrzednych tak, aby E = (0,0) oraz by dwusieczna
kata BEC byta zawarta w dodatniej potosi OX (rys. 2). Czworokat jest wypukly,
wiec pierwszymi wspélrzednymi punktéw A, B, C, D s odpowiednio —a, b, c, —d
dla pewnych a,b,c,d > 0.

Prosta M N jest prostopadta do osi OX wtedy i tylko wtedy, gdy pierwsze
wspélrzedne punktéw M i N sg réwne, czyli gdy 1(—a+b) = 2(c — d) (%).

Odcinki AC' i BD tworzg z pozioma osia ten sam kat (3<BEC), wiec warunek
AC = BD réwnowazny jest warunkowi, ze rzuty tych odcinkéw na 0§ OX sa
réwne. Kazdy z rzutéw zawiera punkt E = (0,0), zatem sa one réwne wtedy

i tylko wtedy, gdy a +c¢=0b+ d (*x).

Warunki (x) i (%) sg réwnowazne, co konczy dowdd. O

R5. Wprowadzmy uktad wspélrzednych tak, aby wyrézniony wierzchotek S
czworoscianu byt w punkcie (0,0, 0), a prostopadle dwusieczne katéw plaskich
ASB i BSC byly zawarte odpowiednio w dodatnich pétosiach OX i OY.

Rozwazmy dowolny punkt T' = (z,vy, z) z pdlprostej SA™. Jego obrazem

w symetrii wzgledem osi OX jest punkt T = (z, —y, —2z) na polprostej SB~
(rys. 3). Z kolei obrazem punktu 7" w symetrii wzgledem osi OY jest punkt

T" = (—z, —y, 2) na pétprostej SC—. Punkty T i T sa wiec symetryczne
wzgledem osi OZ. Zatem, z dowolnoéci wyboru T', cate pétproste SC™ i SA™ sg
symetryczne wzgledem OZ. Stad dwusieczna kata C'SA zawarta jest w osi OZ,
co konczy dowdd. O
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