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Przyda si¢ twierdzenie o dwusieczne;:
w tréjkacie ABX, punkt Y na prostej
AB jest spodkiem dwusiecznej kata przy
wierzchotku X wtedy i tylko wtedy, gdy
XA/XB=YA/YB.

Rys. 1. Okrag Apoloniusza dla k = 2.
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Rys. 2a

Rys. 2b

Rys. 4

Zadanie 4 pochodzi z XXXVI Olimpiady
Matematycznej, zadanie 5 z XXIII OM,
a zadanie 6 z LVII OM.

Okrag Apoloniusza Joanna JASZUNSKA

Gdzie na plaszczyznie znajduja sie punkty, ktorych stosunek odlegtosci do dwdoch
ustalonych punktéw A i B rowny jest danej dodatniej statej k? Okazuje sie, ze
punkty te tworza okrag, zwany okregiem Apoloniusza (rys. 1; dla k = 1 okrag
zdegenerowany jest do prostej — symetralnej odcinka AB).

Ponadto dla dowolnego punktu X z okregu Apoloniusza i spoza prostej AB spodki
dwusiecznych katéw przy wierzchotku X tréjkata ABX leza na tym okregu.

Zachecam do udowodnienia powyzszych faktéw i zastosowania ich w zadaniach.

1. Punkty A, B,C, D leza, w tej wtasnie kolejnosci, na prostej [, przy czym

AB =1, BC =2, CD = 6. Rozstrzygnij, czy istnieje taki punkt X spoza prostej [,
aby XAXB =<<BXC =<xCXD.

2. Dane sa dwa okregi roztaczne zewnetrznie. Wyznacz zbiér punktéw, z ktérych
okregi te wida¢ pod tym samym katem.

3. W przestrzeni dane sa rézne punkty A, B, Co, C1, C2, przy czym C; A = 2C; B
dlai=0,1,2 oraz C1Cy = %AB. Udowodnij, ze kat C1CyC jest prosty

i ze punkty A, B, C1,C2 leza na jednej plaszczyznie.

4. Punkty A i B nie naleza do ptaszczyzny II. Wyznacz zbiér wszystkich punktow
X € IT o tej wlasnosci, ze proste AX i BX tworza z plaszczyzng II réwne katy.

5. W czworokacie ABC' D miara kata wewnetrznego przy wierzchotku A jest
wigksza od 180° oraz zachodzi réwnosé AB - CD = AD - BC. Punkt P jest
symetryczny do punktu A wzgledem prostej BD. Udowodnij, ze < PCB = X ACD.

6. Dany jest prostokat ABCD, w ktérym AB > BC. Na boku C'D tego
prostokata skonstruuj takie punkty X i Y, aby AX = XY =Y B.

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Jedli taki punkt X istnieje, to X B jest dwusieczng kata AXC (rys. 2a),
zatem z twierdzenia o dwusiecznej XA/XC = BA/BC = 1/2. Punkty X i B leza
wiec na okregu Apoloniusza dla punktéw A, C' i stalej 1/2. Analogicznie punkty
X 1 C leza na okregu Apoloniusza dla punktéw B, D i stalej 1/3.

Niech punkt C’ na prostej [, rézny od C, spetnia warunek C’'A = AC. Wtedy
C’A_£_1 C'B AC + AB _4 1
c'Cc~2ac "2 ™™ DT AC+AB+BC+CD 12 3

zatem punkt C’ nalezy do obydwu powyzszych okregéw. Srednica pierwszego

z nich jest wigc BC’, a drugiego — CC’ (rys. 2b). Stad jedynym ich wspélnym

punktem jest C’, czyli X = C’. Ale wtedy X lezy na prostej | — sprzecznogé. O

R3. Poniewaz C; A/C;B =2 dlai =0, 1,2, wiec wszystkie punkty C; leza na sferze
Apoloniusza dla punktéw A, B i stalej 2 (zdefiniowanej analogicznie do okregu).
Jej $rednice wyznaczajg punkty X1, X2 na prostej AB, spelniajace warunek
X;A/X;B=2dlai=1,2 Wéwczas X1X2 = 1tAB+ AB = $AB (rys. 1).
Wobec tego C1C> takze jest érednica rozwazanej sfery. Stad kat C1CoCa jest
prosty, jako wpisany oparty na Srednicy. Proste AB i C1C> przecinaja sie

(w $rodku sfery), wiec punkty A, B, C1,Cs leza na jednej ptaszczyznie. O

R4. Niech A’, B’ oznaczaja odpowiednio rzuty punktéw A, B na ptaszczyzne I1
(rys. 3). Dla punktu X € I1, réznego od A’ i B’, réwnosé¢ < AXA' = <« BXB’
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy trojkaty prostokatne AX A’ i BXB’' sg
podobne. Réwnowaznie, X A’/ X B’ = AA"/BB’. Jedli A’ # B’, to punkty X

o zadanej wlasnosci tworzg okrag Apoloniusza dla punktéw A’, B’ i statej
AA’'/BB'. Jakie jest rozwiazanie, gdy A’ = B'? Czy mozliwe, by X = A’? O

R5. Punkty A i C leza na okregu Apoloniusza dla punktéw B, D i stalej AB/AD =
= CB/CD. Z symetrii wzgledem prostej BD punkt P tez na nim lezy (rys. 4).

Fiuki PX i AX sg réwne, wiec CX jest dwusieczng kata PC'A. Jednocze$nie C' X
jest tez dwusieczng kata BC'D (wtasno$é z poczatku artykutu, rys. 1), stad

LPCB =4 XCB - <XCP =<<XCD - <XCA=<ACD. O

Wskazéwka 6. Warto rozwazy¢ okrag Apoloniusza dla punktu A, srodka
boku C'D i statej 2.
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