X

Rys. 1. A’, B’, C’ to punkty przecigcia
wysokosci tréjkata z okregiem I'.

Rys. 2. I'a, I'p, I'c to okregi
opisane odpowiednio na tréjkatach
BCH,CAH,ABH.

Rys. 3

Zadanie 2 pochodzi z XIX Olimpiady
Matematycznej, a zadanie 8 z XVII OM.

Odbicia ortocentrum Joanna JASZUNSKA

Ortocentrum trdjkata to punkt przeciecia jego wysokosci. Przyjmijmy oznaczenia
jak na rysunkach 1 i 2 oraz zalozenie, ze tréjkat ABC' jest ostrokatny.

Twierdzenie (x). Punkty A’, B',C’ sq obrazami ortocentrum tréjkqgta ABC
w symetriach wzgledem prostych odpowiednio BC,C' A, AB.

Dowdd. Tréjkaty ABD i CBF sg prostokatne o wspolnym kacie przy
wierzchotku B, wiec { BAA' = ¥« BCC’. Jednoczeénie L BCC' = <« BAC' jako
katy wpisane oparte na tym samym tuku. Stad < BAA' = < BAC’, wiec tréjkaty
prostokatne FAH i FAC’, o wspélnym boku F'A, sa przystajace. Wobec tego
HF = C'F. Analogicznie HD = A’D oraz HE = B’E, co koriczy dow6d. O

1. Udowodnij twierdzenie (x) dla trojkata ABC niekoniecznie ostrokatnego.

2. Dany jest okrag I', punkt A na nim i punkt H wewnatrz niego. Wpisz
w okrag I' taki tréjkat o wierzchotku A, zeby punkt H byt jego ortocentrum.

3. Wykaz, ze tréjkaty A’B’'C’ i DEF s podobne.
4. Wykaz, ze A’A, B'B,C’'C sg dwusiecznymi katéw tréjkata A’ B'C’.
5. Udowodnij, ze okregi I'a, I's, I'c sa przystajace (rys. 2).

6. Wykaz, ze tréjkat OaOpOc przystaje do tréjkata ABC, punkt O jest jego
ortocentrum oraz punkt H jest srodkiem opisanego na nim okregu (rys. 2).

7. Udowodnij, ze H jest jedynym punktem wewnatrz tréjkata ABC, ktérego
obrazy w symetriach wzgledem prostych BC,C A, AB leza na okregu I'.

8. Wykaz, ze srodki okregéw dopisanych do tréjkata i punkty symetryczne do $rodka
okregu wpisanego w ten trojkat wzgledem jego wierzchotkéw leza na jednym okregu.

9. Wykaz, ze AD-HD = BD - DC oraz ze AH-HD = BH -HE =CH - HF.

10. Udowodnij, ze obrazy symetryczne ortocentrum wzgledem srodkéw bokéw
tréjkata leza na okregu I'. Jak punkty te sa potozone wzgledem A, B i C?

11. Dany jest okrag I' i punkt H wewnatrz niego. Wyznacz zbiér srodkéw bokoéw
takich trojkatéw wpisanych w okrag I', ze punkt H jest ich ortocentrum.

12. Oznaczmy przez P i Q odpowiednio punkty przeciecia prostych OB’ z AC
oraz OC’ z AB. Wykaz, ze istnieje okrag styczny do prostych B'P, HP,C'Q, HQ.

Rozwigzania niektorych zadan

R2. Punkt przeciecia prostej AH z okregiem to A’. Na mocy (x), symetralna
odcinka H A’ przecina okrag I' w szukanych punktach B i C. O

R4. Na mocy (*) mamy AB' = AH = AC’, wigc X AA'B’ = < AA'C’ jako katy
wpisane oparte na réwnych tukach AB’ i AC’. Wobec tego A’ A jest dwusieczng
kata B’A’C’. Dowéd dla B'B i C'C przebiega analogicznie. [

R5. Okregi I'c i I' sg przystajace, jako opisane na symetrycznych tréjkatach
ABH i ABC'. Analogicznie okregi I'a i I's przystaja do I'. O

R7. Aby obraz punktu X w symetrii wzgledem BC' lezal na okregu I', punkt X
musi leze¢ na obrazie okregu I w tej symetrii, czyli na okregu I'4. Musi tez leze¢
na I'p i I'c, a jedynym wspélnym punktem tych trzech okregéw jest H. O

R8. Oznaczmy srodki okregéw dopisanych przez X, Y, Z (rys. 3). Wtedy
XI1YZ, YI 1 XZoraz ZI 1L XY jako dwusieczne katéw przylegltych. Stad
punkt I jest ortocentrum trojkata XY Z. Punkty symetryczne do I wzgledem
wierzchotkéw wyjsciowego tréjkata sa odbiciami ortocentrum I trdjkata XY Z

w jego bokach, wiec na mocy (x) leza na okregu opisanym na tréjkacie XY Z. O

Wskazéwka 9. Trojkaty podobne lub potega punktow D i H wzgledem okregu I'.
Wskazoéwka 11. Jest to obraz okregu I' w jednokladnosci o srodku H i skali 1/2.
Wskazéwka 12. Srodkiem szukanego okregu jest punkt A.

Ktére z udowodnionych faktéw pozostaja prawdziwe dla trojkata ABC
niekoniecznie ostrokatnego? Ktore sformutowania wymagaja modyfikacji i jakich?
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