Oczywiscie, wystarczy, ze suma jednej
pary przeciwlegltych katéw czworokata
wynosi 180°, bo suma wszystkich katéw
czworokata wynosi 360°.
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W klasycznym najczestszym sformutowaniu twierdzenie Ptolemeusza to:

Jezeli na czworokacie mozna opisaé¢ okrag, to iloczyn jego przekatnych réwna sie
sumie iloczynéw jego przeciwleglych bokdow.

Autorstwo tego twierdzenia jest przypisywane greckiemu matematykowi
Ptolemeuszowi pochodzacemu z Tebaidy, ktéry ksztalcit sie i dziatal
w Aleksandrii na poczatku naszej ery (100-175).

Udowodnimy twierdzenie ogdlniejsze zwane nieré6wno$ciag Ptolemeusza:

Niech a, b, ¢, d beda kolejnymi bokami dowolnego czworokata oraz niech e, f beda
jego przekatnymi. Wtedy

() ac+bd > ef.

W warunku (*) zachodzi réwnosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie
mozna opisa¢ okrag.

W dowodzie drugiej czesci powyzszego twierdzenia bedziemy korzystali
z nastepujacego prostego faktu, czesto znanego ze szkoty:

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy jego
przeciwlegtych katéow wynosza po 180°.

Jego dowdd, jak wiadomo, opiera sie na dobrze znanym twierdzeniu o kacie
srodkowym i katach wpisanych opartych na tym samym tuku.

Dowdd nieréwnos$ci Ptolemeusza. Niech ABC D bedzie dowolnym czworokatem.
Mamy pokazaé, ze

AC-BD < AB-CD+ BC - AD.

Oznaczmy przez « kat CAB, a przez 3 kat C' BA. Narysujmy pélprosta wychodzaca
z punktu D, lezaca na zewnatrz czworokata ABC'D i tworzaca z bokiem C'D kat 3.
Na tej polprostej wyznaczmy taki punkt K, aby kat DK C byl rowny a. Dzieki
temu trojkaty K DC' i ABC' sa podobne. Zachodza zatem proporcje
1 KC DC DK
) AC  BC AB’
skad w szczegdlnosci wynika, ze
DC - AB
(2) DK = BC
Oznaczmy przez v kat DCA. Teraz S ACK = < DCK + ~. Z tréjkata KDC
mamy X DCK = 180° — a — (3, czyli ostatecznie X ACK = 180° — a — 5+ 7.
Analogicznie, x DCB = S ACB + v, a z trojkata ABC otrzymujemy
JACB =180° — a — 3, czyli < DCB = 180° — a — B + «y. Zatem mamy
JACK = < DCB. Poniewaz zachodzi proporcja
cCB DC
AC  KC
wynikajaca z (1), zatem tréjkaty K AC' i1 CDB réwniez sa podobne (na rysunku
zostaly oznaczone kolorem, jedng pare odpowiednich bokéw oznaczylismy
jedynka). Wynika stad proporcja

AK  AC

DB OB’
z ktoérej otrzymujemy

AC-DB

3 AK = ———.
(3) rol;;
Z nieréownoéci tréjkata wynika, ze
(4) AK < AD + DK,
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przy czym w warunku tym zachodzi réwnos$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
A, D, K sg wspdlliniowe. Podstawiajac do tej nieréwnosci otrzymane wczesniej
warunki (2) i (3), otrzymujemy nieréwnosé
DB - AC DC - AB
——— < AD+ ———
cg SV T B

i mnozac ja obustronnie przez C'B, otrzymujemy nieréwnos$é¢ Ptolemeusza.

Réwnos$¢ w tym warunku jest réwnowazna faktowi, ze w warunku (4) zachodzi
tez rownosé, a to ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy punkt D lezy na prostej
AK, co jest rownowazne réwnosci

IKDC + ¥CDA =180°.

Roéwnosé ta oznacza, ze suma katéw wewnetrznych czworokata, lezacych przy
wierzchotkach B i D, wynosi 180°. W konsekwencji, rowniez suma katéw
wewnetrznych czworokata, lezacych przy wierzchotkach A i C, wynosi 180°.
Twierdzenie pomocnicze gwarantuje, ze na czworokacie ABC'D mozna
opisaé okrag.

Przyktady prostych zastosowan

Obliczanie przekatnej pieciokata foremnego. Rozwazmy pieciokat
foremny o boku a i nazwijmy jego przekatna b. Zbudujemy z jego pomoca
czworokat o trzech bokach bedacych bokami pieciokata i jednym boku bedacym
przekatna pieciokata (na rysunku obok rozwazany czworokat zostal oznaczony
pogrubiona linia).

Zbudowany czworokat ma dwie przekatne dlugosci b (sa to réwniez przekatne
pieciokata foremnego) oraz trzy boki réwne a i jeden bok diugosci b (tez
przekatna pieciokata foremnego). Poniewaz czworokat jest wpisany w okrag,
zatem zgodnie z twierdzeniem Ptolemeusza zachodzi réwnosé b? = ba + a?,
czyli b jest tym rozwiazaniem réwnania kwadratowego, ktére wynosi (drugie
rozwiazanie nie interesuje nas, bo jest ujemne)

bzg(H\/B).

Obliczenie przekatnej pieciokata foremnego bez uzycia twierdzenia Ptolemeusza
jest bardziej skomplikowane i mozolne.

Obliczanie wartos$ci funkcji sin i cos dla kata 36°. Najpierw zauwazmy,

ze w pieciokacie foremnym kat pomiedzy jego przekatna a sasiednim bokiem
wynosi 36°, bo jest to polowa kata srodkowego, wynoszacego 360°/5 = 72°,
opartego na tym samym tuku. Po uwzglednieniu wzoru na przekatna pieciokata
foremnego otrzymujemy

b1 1
cos 367 = o~ = (1 + V5),  sin36° = \/1 — cos? 36° = Z\/m—zﬁ.
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Rozwigzanie zadania M 1371.
Odpowiedz: Pokrycie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy n jest podzielne przez 4.

Przyjmijmy, ze kwadrat n X n udalo sie pokry¢ dostepnymi plytkami. Skoro pole ptytki
wynosi 4, to n musi by¢ parzyste, powiedzmy n = 2m. Rozwazmy kolorowanie naszego
kwadratu w pasy jak na rysunku. Zauwazmy, ze kazda plytka jest jednego z dwéch
rodzajow: zawiera 3 czarne pola lub 1 czarne pole. Niech liczba plytek pierwszego rodzaju
wynosi k, a drugiego [. Zliczajac czarne i biate pola, otrzymujemy 3k + 1 = n?/2 = 2m? oraz
k 4+ 31 = 2m? (dzicki temu, ze n jest parzyste, mamy po réwno pol czarnych i biatych!). Stad
w szczegdlnodci k = I, wiec 4k = 2m?, zatem m jest parzyste, a n — podzielne przez 4.

7 drugiej strony, dwie ptytki daja pokrycie prostokata 4 X 2, zatem tatwo mozna
znalez¢ pokrycie kwadratu 4 x 4, wiec takze dowolnego kwadratu n x n dla n bedacego
wielokrotnoscia 4.

Uwaga. Rozwiazanie tego zadania rézni sie od rozwigzania podobnego zadania z poprzedniego
numeru jedynie sposobem pokolorowania szachownicy.
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