Nazwa aksjomat Pascha bierze si¢ stad,
iz fakt korzystania z takiej przestanki
przez wszystkich geometréw wykryt
dopiero w 1882 roku niemiecki matematyk
Moritz Pasch (1843-1930).

Dowody V postulatu Euklidesa
Marek KORDOS

Notka dla uspokojenia Czytelnika Nerwowego. Oczywiscie, V postulatu Euklidesa
nie da si¢ dowies¢ na podstawie poprzednich czterech. Niemniej jednak praktycznie kazdy
znaczacy matematyk od V do XIX wieku taki dowdd przeprowadzit i dopiero jego koledzy
wskazywali, w ktorym miejscu rozumowania uzyl przestanki z czterech poczatkowych
postulatéw niewynikajacej. W ten sposéb rosta liczba zdan réwnowaznych V postulatowi,
czy — jak kto woli — zdan, ktére sa nieprawdziwe w geometrii nieeuklidesowej powstajacej
przez zaprzeczenie V postulatu. Nizej przedstawie trzy takie dowody, nie wskazujac
nieuprawnionych przestanek. Zostana one wskazane w nastepnym numerze Delty.

Najglupiej postawiony problem matematyki

Oto pie¢ postulatow, z ktorych Euklides w Elementach wyprowadzil cata
geometrie¢ i arytmetyke.
1. Od dowolnego punktu do dowolnego innego mozna poprowadzié prostq.

II. Ograniczong prostg mozna dowolnie przedtuzyc.

IT1. Z dowolnego $rodka dowolnym promieniem mozna opisac okrqg.

IV. Wszystkie kqty proste sq rowne.

V. Jesli suma kgtow wewnetrznych jednostronnych, utworzonych przez
dwie proste przeciete trzeciq, jest mniejsza od dwdoch kgtow prostych, to
proste te po przedluzeniu przetng sie i to z tej wlasnie strony.

Jak tatwo zauwazy¢, liczba stéw uzytych do sformutowania poczatkowych
czterech z nich (27) jest mniejsza od liczby stéw potrzebnych do sformulowania
piatego (30) — po grecku bylo podobnie, a przeciez postulaty mialy wyrazaé
tredci proste i oczywiste.

Zauwazyl to jeden z epigonéw matematyki greckiej, zyjacy w czasach
stusznie przez niego ocenianych jako lata wszelkiego upadku, Proklos
(410-485). Oto jego wnioski i wynikajacy z nich program.

Nie jest mozliwe, aby uczony tej miary co Fuklides godzil sie na obecnosé
tak diugiego postulatu w aksjomatyce — obecnos$é postulatu wziela sie

z pospiesznego koriczenia przez niego Elementéw, tak aby zdgzyc przed
nadejsciem stusznie oczekiwanej rychlej Smierci; my zatem — czczqgc jego
pamiec — powinni$my ten postulat usungé lub co najmniej znacznie uproscic.

Cho¢ informacje o myslach i stanie zdrowia Euklidesa Proklos wyssal sobie
z palca, a ocena tresci postulatow poprzez zliczanie stow jest co najmniej
cudaczna, to — w co trudno uwierzy¢ — matematycy uznali program
Proklosa za wyzwanie i faktycznie chyba wszyscy prébowali go zrealizowaé.
Sprébujmy i my.

Czym wolno sie postugiwaé, dowodzac V postulatu?

Dokladniej: jak rozumiano poczatkowe cztery postulaty (bo sa one —

jak na dzisiejsze wymagania — sformulowane do$¢ enigmatycznie)? Ot6z
w tej kwestii panowata catkowita jednomyélno$é. Mozna to ujaé¢ w trzech
punktach.

e Wolno bez ograniczen wykonywaé wszystkie konstrukcje cyrklem i linijkq.
oraz przyjmuje sie jako dane nastepujace fakty:

e Na plaszczyzinie prosta, przecinajgca jeden z bokow trojkgta
i nieprzechodzqca przez zZaden z wierzchotlkow, przecina jeszcze jeden bok
(nazywa sie to aksjomatem Pascha).

e Symetrie zachowujg wszystkie miary i relacje geometryczne.

Geometria oparta na poczatkowych czterech postulatach Euklidesa,
a wlasciwie na podanym tutaj rozumieniu ich tresci, nazywana jest
geometrig absolutng.

7



1= Su(k) A

§;\1(P )

N

Rys. 1

John Playfair (1748-1819), matematyk
angielski, doprowadzil do tego, ze jego
postulat powszechnie jest uwazany za
V postulat Euklidesa.

Juz Proklos zauwazyt, ze
przez punkt A poza prostg k mozna na plaszczyinie poprowadzicé prostq [,
rozlgezng z k.

Istotnie, obierzmy na k jaki$ punkt B i niech srodkiem odcinka AB bedzie M.
Jako | weZzmy obraz symetryczny k wzgledem M (rys. 1). Gdyby proste k i1
przecinaly sie w jakim$ punkcie P, to — poniewaz narysowana figura ma
$rodek symetrii — réwniez Sys(P) bylby punktem wspdlnym & i [, a zatem dwie
rézne proste przecinalyby sie w dwoch réznych punktach, co jest niemozliwe.
Wynika stad natychmiast, ze V postulat w aksjomatyce geometrii
euklidesowej mozna zastapic¢ przez

Postulat Playfaira: Na plaszczyinie przez kazdy punkt poza prostq przechodzi
co najwyzej jedna prosta z nig roztgezna.

Nieco trudu trzeba sobie zadaé, by wykazaé, ze podobna role pelni
Postulat sumy katow. Suma kqetow w trojkecie jest rowna .

Mianowicie do punktéw A i B z rysunku 1 dotaczmy

jeszcze punkt C' lezacy na [ i dowolng prosta m
przechodzaca przez A, biegnaca ponizej punktu C'
(rys. 2). Tworzymy na k ciag punktéw, ktére
spelniaja warunek AB = BBy, AB; = B;Bj41.

A D B
Rys. 4
c
AN
A B " D
Rys. 5

Jak latwo zauwazy¢ (oznaczenia z rysunku), 3; = /2
(tu wykorzystujemy postulat sumy katéw — prawda?).
n

Ponadto < BAB,, = Y_ 3;, co dla n — oo dazy do «.

=1
Prosta m tworzy z odcinkiem AB kat mniejszy od « (czemu?), a wiec dla
pewnego N miesci sie w trojkacie BABy 1 wobec tego przecina k.

Jesli wiec udowodnimy w geometrii absolutnej postulat Playfaira lub postulat
sumy katéw, to udowodnimy tym samym V postulat z poczatkowych czterech.

Potrzebne nam w tym celu beda jeszcze cztery twierdzenia geometrii absolutne;j.

o Kqt zewnetrzny trojkgta jest wiekszy od nieprzyleglego do niego kgta
wewnelrzneqgo.
Dokonujac symetrii wierzchotka A wzgledem érodka boku BC, otrzymujemy

punkt A’. W oznaczeniach z rysunku 3 mamy < ACB = <CBA’ < <CBD
—nier6wno$¢ zachodzi na mocy aksjomatu Pascha (tréjkat AC'D iprosta BA').

o W tréjkqcie naprzeciw dluzszego boku jest wiekszy kqt.

Jesli AB > BC, to na odcinku AB jest taki punkt D, ze BD = BC.
Wéwezas (rys. 4) < ACB > <DCB = x<CDB > <BAC

— ostatnia nieréwnos$¢ wynika z poprzedniego twierdzenia.
e Zachodzi nierowno$é trojkgta.

Aby dowiesé, ze AB + BC > AC, odl6zmy BC' na przedtuzeniu AB (rys. 5),
otrzymujac D. Mamy < ACD > <« BCD = <BDC = < ADC'. Stad na mocy
poprzedniego twierdzenia otrzymujemy AB + BC' = AD > AC.

o Jesli dwa trojkgty majq pare bokow odpowiednio réwnych, to trzeci bok jest
dtuzszy w tym trojkgcie, w ktorym kgt miedzy nimi jest wiekszy.

Takie dwa trojkaty mozemy przemieéci¢ w ten sposob, by jedna para
rownych bokéw pokryla sie. Niech wiec tymi tréjkatami beda ABC

i ABC’ i niech AC = AC’. Zalézmy tez, ze < BAC < < BAC'. Mamy
wykazaé, ze BC < BC'. Narysujmy dwusieczng kata CAC’ i oznaczmy
jej punkt przeciecia z BC' przez D (rys. 6). Mamy (symetria) DC’ = DC.
Zatem BC" = BD + DC'" = BD + DC > BC z nieréwnoéci trojkata.

Warsztat zostal skompletowany, przystepujemy do dowodéw V postulatu.
Kazdy z nich przez pewien czas byl uznawany za poprawny.
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Farkas Bolyai (1775-1856), matematyk
wegierski, ojciec jednego z odkrywcow
geometrii nieeuklidesowej.

[

Dowé6d postulatu Playfaira — Farkas Bolyai

Oznaczmy przez B rzut nielezacego na prostej k punktu A na te prosta

(rys. 7). Prosta [, przechodzaca przez A i prostopadla do AB, jest

roztaczna z k (dlaczego?). Mamy wykazaé, ze kazda inna prosta m
przechodzaca przez A przecina prosta k. Obierzmy na AB dowolnie

punkt P i odbijmy go symetrycznie wzgledem k i wzgledem m, otrzymujac,
odpowiednio, @ i R. Punkt @ lezy na prostej AB, a poniewaz [ # m, wiec R
na prostej AB nie lezy. Punkty P, @), R tworza zatem trdjkat, a proste ki m
sa symetralnymi dwoéch jego bokdéw, a wiec obie przechodza przez srodek
okregu opisanego na trdjkacie PQR, czyli przecinaja sie.

Dowéd postulatu sumy katéw — Adrien-Marie Legendre

7 suma katow zwiazane jest pojecie defektu trojkgta; dla trojkata

ABC jest to liczba A(ABC) :=m — (XABC + {BCA+ < CAB).
Postulat sumy katow orzeka, ze defekty wszystkich trojkatéow sa réwne 0.
Wystarczy wiec udowodnié¢, ze defekt nie moze by¢ dodatni ani ujemny.

o, ¢, Przypusémy, ze defekt trojkata ABC jest ujemny.

Ustawmy wobec tego jego kopie na prostej AB, tak
jak na rysunku 8, oraz potaczmy odcinkami kolejne
kopie wierzchotka C'. Zauwazmy, ze CyC1 < AB;
wynika to z faktu, iz < ACB > < CyBC4, a to dlatego,
7e LABCy+ <« CyBC1 + < C1BB; = m, natomiast

A
m
P
; k
B
Q
Rys. 7
C=Cy Co
A B=By B B
Rys. 8

Adrien-Marie Legendre (1752-1833),
matematyk francuski, takze autor
podrecznikéw szkolnych; przytoczony
dowéd wladze o$wiatowe Francji polecity
umiesci¢ w jednym z tych podrecznikéw
— jego znajomosé obowigzywala uczniéw
przez ponad 20 lat.

Girolamo Saccheri (1667-1733),
matematyk wtoski — jego prace
zapoczatkowaly podejrzenia, iz, by¢ moze,
istniejg inne geometrie niz euklidesowa.

Tym, ktérzy chcieliby poznaé
intelektualne i psychiczne meki
matematykéw przez ponad tysiac lat
bezskutecznie dowodzacych V postulatu,
polecam watek Velasqueza w szkatutkowej
powiesci Jana Potockiego Rekopis
znaleziony w Saragossie.

Bua Bua Bu galozyli$my, ze < ABC + < ACB + <CAB > T,
przy czym < CAB = 4C1BB;.

Oznaczmy € := AB — CyC1 (jest to liczba dodatnia) i obliczmy dlugosé
tamanej ACyCy ...CpBy:
AC+n-CoC1+CB=AC+CB+n-AB—n-ec=
=(AC+CB—-AB —n-¢)+ AB,.
Nietrudno zauwazy¢, ze dla duzych n warto$¢ nawiasu bedzie ujemna, a to
by znaczyto, ze tamana jest krotsza od odcinka — sprzeczno$é z nieréwnoscia
tréjkata.
Zatem trojkatow z ujemnym defektem nie ma. Przypu$émy, ze jest chocby
jeden, ABC', ktory ma dodatni defekt 6. Odbijmy go symetrycznie wzgledem
$rodka odcinka A B iprzez obraz C’ punktu C poprowadzmy prosta przecinajaca
przedtuzenia bokéw C' A i CB w punktach A" i B’ (rys. 9). Zauwazmy, ze defekt
trojkata A’ B’C' jest suma defektéw czterech trojkatéow, z jakich sie sklada —
suma ta to 4w, od czego trzeba odja¢ sumy katow wszystkich trojkatéw. Ale
w punktach A, BiC" katy te sktadaja sie na 7, pozostaje wigc tylko jedno  minus
suma katéw trojkata A’B’C. Na mocy pierwszej czesci dowodu widzimy, ze
A(A'B'C) = A(ABC) + A(ABC") + A(A’AC") + A(C'BB’) >
> A(ABC) + A(ABC') =26,
bo przy symetrii defekt sie nie zmienia. Zatem taka operacja zwieksza defekt
tréjkata co najmniej dwukrotnie. Mozna wiec za jej pomoca uzyskaé defekt
wiekszy niz 7, co by znaczyto, ze trojkat ma ujemna sume katow — sprzecznosc.

Dowéd nie wprost — Girolamo Saccheri

Tym razem rozumowanie jest nastepujace — przypusémy, ze postulat sumy
katow jest nieprawdziwy. Wtedy — postugujac sie sytuacjg z rysunku 2,
n

uzyskamy rezultat, iz <« BAB,, = Y. 3; dla n — oo dazy do kata ¢ < a.
i=1

1=
Woéwezas prosta m nakreslona tak, by tworzyta z [ kat o — ¢, bedzie
asymptota prostej k. A przeciez proste nie mogg by¢ asymptotyczne.

Tyle dowodéw — w nastepnym numerze ci, ktérzy nie dostrzegli w nich
nieuprawnionych przestanek, beda mogli je znalezé.
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