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Prosta przechodzaca przez punkt P
przecina okrag I' w punktach A i B.
Dla P na zewnatrz I"

potega punktu P wzgledem okregu I to

Pot(P,I") = PA- PB = PC - PD = PE?.

Gdy P znajduje si¢ wewnatrz I, to
Pot(P,I') = —PA-PB=—PC - PD.
Gdy P lezy na I', to Pot(P,I") = 0.

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Zadanie 4 pochodzi z XLVI Olimpiady
Matematycznej, a zadanie 7 — z IT OM.
Dowéd twierdzenia 1 mozna znalezé
np. w Delcie 8/2009 (zad. M 1251).

Osie potegowe Joanna JASZUNSKA

Pojecie potegi punktu z poprzedniego deltoidu (przypomniane na marginesie) prowadzi
do ponizszych trudniejszych twierdzen o ciekawych zastosowaniach.

Twierdzenie 1. Dla niewspolsrodkowych okregow Iy i [> zbior punktow P, takich Ze
Pot(P, I'1) = Pot(P, I:), jest prostq, zwang osiqg potegowq It i I (rys. 1).

o Cp p @O

Rys. 1. Przykltady osi potegowych. O$ potegowa jest prostopadla do prostej taczacej $rodki.

1. Dane sa dwa okregi roztaczne zewnetrznie. Dla kazdej z ich wspélnych stycznych
rozwazmy $rodek odcinka pomigdzy punktami stycznosci (rys. 2). Wykaz, ze punkty te
sa wspotliniowe.

2. Okrag o srodku O, wpisany w czworokat ABCD, jest styczny do bokéw
AB, BC,CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Proste KL i M N przecinaja
sie w punkcie P. Wykaz, ze proste OP i BD sa prostopadte.

Twierdzenie 2. Jesli srodki okregow I, I, I3 sq parami rézne, to osie potegowe
par okregéw I i I's, I's i I's oraz It i I's sq réwnolegle (gdy $rodki tych okregéw sq
wspdlliniowe) lub przecinajq sie w jednym punkcie (w przeciwnym przypadku).

Dowdd. Jesli srodki okregdéw lezg na jednej prostej, to osie potegowe sg prostopadte
do niej. W przeciwnym przypadku zadne dwie osie nie sa réwnolegte; niech P bedzie
punktem przecigcia osi I'1 1 I z osia I i I's. Wtedy Pot(P, I') = Pot(P, I) =

= Pot (P, I'3), wigc P lezy tez na osi potegowej okregdéw I i I's. O

3. Dane sa trzy okregi o niewspoétliniowych $rodkach; kazda para okregéw si¢ przecina.
Wykaz, ze proste zawierajace ich wspolne cieciwy przecinaja si¢ w jednym punkcie.

4. Szesciokat ABCDEF jest wypukly oraz AB = BC, CD = DE, EF = FA.
Wykaz, ze proste zawierajace wysokosci tréjkatow BCD, DEF, FAB, poprowadzone
odpowiednio z wierzchotkéw C, E, A, przecinaja sie w jednym punkcie.

5. Wewnatrz wielokata wypuklego lezy skonczenie wiele parami roztacznych okregdw.
Wykaz, ze mozna ten wielokat podzieli¢ na wielokaty wypukte, z ktérych kazdy zawiera
dokltadnie jeden okrag.

Rozwigzania

R1. Srodek P odcinka pomiedzy punktami stycznosci £ i F' ma jednakows potege
PE? = PF? wzgledem kazdego z okregéw, wiec lezy na ich osi potegowej. [

R2. Niech I = O(B, BK) oraz I'x = O(D, DM) (rys. 3). Prosta OK jest styczna

do I't, bo OK L BK. Stad Pot(O, ) = OK? = OM? = Pot(O, I:), wiec O lezy na osi
potegowej I i I's. Ponadto Pot(P,I1) = PK - PL = Pot(P,0(0,0K)) = PN - PM =
= Pot(P, I), wiec P takze lezy na osi potegowej I i . O$ potegowa OP okregéw

Iy i I's jest prostopadta do prostej BD taczacej ich srodki. O

R3. Proste te sa osiami potegowymi, wiec teza wynika z twierdzenia 2. [J

R4. Niech It = O(B, BC), I = O(D, DE) oraz I3 = O(F,FA) (rys. 4). Punkt C
nalezy do I i I, wiec osia potegowsa tych okregéw jest rozwazana w zadaniu prosta
przechodzaca przez C' i prostopadta do prostej BD taczacej ich srodki. Pozostate
rozwazane proste s osiami potegowymi okregéw I i I3 oraz I3 i I'. Srodki B, D, F
okregdéw nie sa wspoélliniowe, wiec osie potegowe przecinaja sie w jednym punkcie. [J

Wskazéwka 5. Do czesci W, zawierajacej okrag I, niech nalezg punkty, ktérych
potega wzgledem I jest mniejsza niz wzgledem innych okregéw. Granice migdzy
czesciami wyznaczaja wtedy osie potegowe (dlaczego?). ..

Zadania domowe

6. Rézne okregi I, I'> sa wspoétsrodkowe. Wykaz, ze nie istnieje taki punkt P, ze
POt(P, Fl) = POt(P, Fg)

7. Dany jest okrag I" oraz punkty A, B lezace w nieréwnych odlegtosciach od $rodka
tego okregu. Udowodnij, ze wspélne cieciwy okregu I' z okregami przechodzacymi
przez punkty A i B leza na prostych majacych jeden punkt wspdlny.
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