Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl
' W zawodach II stopnia LXII Olimpiady Matematycznej wzieto udziat

599 uczniéw z calej Polski. Sposréd nich do finalu zakwalifikowano
139 0s6b. Oto jeden z problemoéw, z ktérymi przyszto im sie zmierzy¢:

@ Zadanie 4. Punkty A, B,C, D, E, F leiqg w tej kolejnosci na polokregu
o srodku O, przy czym AD = BE = CF. Cieciwa BE przecina cigciwy
AD i CF odpowiednio w punktach G i« H. Wykazaé, ze

JAOC =24GOH.

Jedna z metod uzywanych do dowodu tej réwnosci byto obrécenie
uktadu punktéw A, B, C'i D o kat < AOC wokét érodka O 1 stad
wnioskowanie o katach. Przedstawimy jedno z najtadniejszych rozwigzan
tego typu. Opiera sie ono na pracy ucznia Krzysztofa Kleinera z V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Rozwigzanie. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze promien danego
okregu wynosi 1. Bedziemy uzywaé tukowych miar katow, tzn. < XOY
ma miare réwna dlugoéci tuku XOY'. Poniewaz AD = BE = C'F, wiec
JLAOD = <BOE = <COF. W takim razie

JAOB = <AOD — <«BOD = 4«BOFE — <BOD = <DOE.

Analogicznie
JAOC =< DOF i <BOC = <FEOF.

Oznaczmy, jak na rysunku, < AOB = < DOFE = « oraz
IBOC = < EOF = (3. Mamy wtedy

SAOC = <DOF = a + 6.

Obréémy plaszezyzne o kat ¢ = a + 3 wokoét punktu O
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara i oznaczmy obraz
dowolnego punktu X przez X’. W szczegdlnosci mamy
A'=C1iD"=F. Punkt E’ lezy na okregu, choé¢ —

by¢ moze — poza danym pélokregiem. Mamy wtedy
nastepujace réwnosci katow:

J<COB' = <4A'OB'=<4<DOE =<4<D'OE" = <FOE' = a.

Oznaczmy przez lxy prosta zawierajaca punkty X i Y. Poniewaz
G <clap ﬂlBE, WIQC G elayp Nlgp = lCF Nlgg. Zauwaimy
teraz, ze oSmiokat OE'FEDB'CBO jest przystajacy do figury
OABCB'DEFO. Istnieje zatem izometria plaszczyzny przeksztalcajaca
punkty O, E', F, E, D, B’, C'i B odpowiednio na punkty
O, A, B, C,B, D, FiF. Zatem obrazem prostej lg g jest prosta lap,
prostej Iprar = lpc — prosta lgg, a prostej lgg — prosta lgc.
W takim razie: punkt G’ € lg/gr Nlprar = lp g N lpc przechodzi na
G e lpanNlgg =lcr N ZEB7 a punkt Heclyp Nlge =lcr Nilgp na siebie.
Stad wynika réwno$é <G'OH = <GOH, a z niej:

JAOC = <GOG' =24 GOH,
czego chcieliSmy dowies¢.
Uwaga. Izometria, o ktérej mowa w rozwiazaniu, to symetria wzgledem
prostej OH, bo jest to zlozenie obrotu o kat «, przeciwnie do ruchu

wskazéwek zegara, wokot punktu O, z symetrig osiowa wzgledem
prostej OH i jeszcze raz z tym samym obrotem.
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