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Rys. 4

Wigcej o nieplaskosci Ziemi mozna
przeczytaé¢ w artykutach Michatla
Misgkiewicza w A%G i Aiﬁ.

W stosunku do wielkosci Ziemi wszystkie ziemskie nieréwnosci (laricuchy gorskie,
doliny) to znikome, zaniedbywalne znieksztalcenia. Poniewaz w naszej skali
nasze bliskie otoczenie przypomina plaska powierzchnie, wiec nie powinno nas
dziwié, ze pierwsze geometryczne rozwazania dotyczyly ptaszczyzny.

Kulminacja geometrycznych osiagnie¢ antycznego $wiata sa Elementy Euklidesa
napisane w III wieku p.n.e. Euklides wykazal, jak mozna na plaszczyznie uzy¢
pieciu aksjomatéw do systematycznego wywnioskowania z nich duzego zbioru
twierdzen geometrycznych. Oto aksjomaty FEuklidesa:

I.  Od dowolnego punktu do dowolnego punktu mozna poprowadzi¢ prostq.

II.  Ograniczong prostg mozna w sposob ciggly przedluiyé do prostej.

III. Z dowolnego srodka dowolnym promieniem mozna zakresli¢ okrqgg.

IV. Wszystkie kqty proste sq rowne.

V. Jesli prosta padajgca na dwie proste tworzy po jednej stronie kqty
wewnetrzne w sumie mniejsze od dwoch kgtéw prostych, to te dwie proste
przedluzone nieskoriczenie przetng sie po tej stronie (rys. 1).

Piaty aksjomat Euklidesa ma takze nastepujace sformulowanie (John Playfair,
1785 1.).

V'. Przez kazdy punkt poza prostq przechodzi dokladnie jedna prosta z nig
rozlgczna.

Jako przyklad wykorzystania aksjomatéw uzasadnimy dobrze znana na
plaszczyznie obserwacje: suma miar kgtow trojkgta réwna sie 180°.

W pierwszym kroku wykazemy, ze jesli prosta N przecina dwie proste
réwnolegle M i L, to naprzemianlegle katy sa réwne (rys. 2). Z aksjomatu V
a+ B =a+ (180° — ') musi byé réwne 180°, bo w przeciwnym wypadku proste
M i L przecinaja sie. Stad a = o’. Analogicznie 8 = f'.

Niech bedzie dany tréjkat AABC o katach «, 8, v (rys. 3). Wobec IT aksjomatu
prosta taczaca A i C mozemy przedtuzyé¢ do prostej L. Z aksjomatu V'
(postulatu o réwnoleglych) istnieje prosta M przechodzaca przez punkt B, ktéra
nie przecina prostej L. Wéwczas z dowiedzionej juz czesci a = o’ i v = v/, wigc
a+p+y=a + 8+ =180°.

Najwiecej kontrowersji budzit V aksjomat Euklidesa. Przez stulecia prébowano
wywnioskowac¢ go z czterech pozostalych aksjomatow. I choé préby te konczytly
sie niepowodzeniem (na koncu artykulu przedstawiamy kilka z nich), to nikt
nie byl pewien, czy jaki§ mtody geniusz za sto czy dwiescie lat nie bedzie mial
wspaniatego nowego pomystu, ktéry w koncu doprowadzi do poszukiwanego
dowodu. Gdyby udalo sie stworzy¢ taki model geometrii, w ktérym pierwsze
cztery aksjomaty bylyby prawdziwe, a V aksjomat nie bylby spelniony, to
sprawa bylaby definitywnie wyjasniona — V aksjomat bylby niezalezny od
czterech pozostalych. Ten problem okazatl si¢ trudny. Czy gdzie$ istnieja trojkaty
o sumie miar katéow nie dajacych 180°7 Jeszcze w XVIII wieku Immanuel Kant
w Krytyce czystego rozumu (1781 r.) glosil, ze geometria euklidesowa jest wiedza
a priori — jest nam dana wraz z zyciem. Kant sie mylil!

Dalekie podroéze sklanialy ludzi do zastanawiania si¢ nad tym, czy Ziemia jest
ptaska? Jak to rozstrzygnaé, pozostajac stale na Ziemi? Obserwacje za¢mien
Ksiezyca i cienia, jaki pozostawia na nim Ziemia, nie sa przekonujace. Postapimy
inaczej, z bieguna p6inocnego N idziemy do réwnika a km do punktu P (rys. 4).
Na rowniku skrecamy pod katem prostym na wschod i idziemy wzdtuz réwnika
a km do punktu @, po czym pod katem prostym skrecamy na pdéinoc i po a km
znajdujemy si¢ na biegunie N, gdzie wektor kierunku naszego marszu jest

teraz prostopadty do wektora kierunku naszego startu. Okazalo sie, ze w ten
sposéb wytyczyliémy na Ziemi tréjkat AN PQ, ktérego suma miar katow jest
réwna 270°. O takiej powierzchni (na ktérej sumy miar katéw w tréjkacie
przekraczaja 180°) méwimy, ze ma krzywizne dodatnig. Zatem Ziemia nie jest
ptaskal!
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Rys. 5

Na przyktadzie sfery $wietnie widaé, ze
z lokalnych obserwacji (do$wiadczen) nie
zawsze mozna wyciagnaé trafne wnioski
o zjawisku globalnym.

Rys. 6. Typowe proste w dysku
hiperbolicznym

Rys. 7. Podziat dysku hiperbolicznego za
pomoca pieciokatéw. Wyrdzniony
gwiazdka pieciokat ma boki takiej samej
dlugodci jak pieciokat centralny i takie
samo pole

Rys. 8

Jak na takiej powierzchni (sferze) zachowuja sie aksjomaty Euklidesa? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy okresli¢ na tej powierzchni pojecie prostej.
Na plaszczyznie prosta taczaca punkty A i B charakteryzuje sie tym, ze jest
najkrotsza Sciezka laczaca te punkty. Gdy punkty A i B umiescimy na sferze,
to najkrotszym odcinkiem je taczacym bedzie krétszy fragment kola wielkiego,
ktory powstanie z przecigcia sfery przez plaszczyzne, jaka wyznaczaja punkty
A, B i érodek sfery. Na przyktad najkrétsza droga laczaca Paryz i Vancouver
przebiega przez okolice bieguna péinocnego.

Skoro prostymi na sferze sa kota wielkie, to tatwo widaé, ze na sferze V aksjomat
Euklidesa jest falszywy. Niech L bedzie réwnikiem Ziemi i  punktem na
pélkuli péinocnej. Jakiekolwiek kolo wielkie przechodzace przez punkt x bedzie
w polowie leze¢ na potkuli péinocnej, a w potowie na pétkuli poludniowej,
przecinajac réwnik w dwéch (1) antypodycznych punktach (rys. 5). Innymi
stowy, na Ziemi nie ma prostej przechodzacej przez punkt z, ktéra nie przecina
prostej L. Niestety ten model geometrii (zwany geometrig sferyczng) nie pozwala
na rozstrzygniecie, czy V aksjomat jest niezalezny od czterech pozostalych
aksjomatéw. Powdd jest trywialny. Nie wszystkie pierwsze cztery aksjomaty
Euklidesa sa prawdziwe w geometrii sferycznej. Na przyklad sfera nie zawiera
okregéw o dowolnie duzym promieniu (aksjomat III), punkty antypodyczne
(biegun péinocny i poludniowy) taczy nieskoriczenie wiele prostych, a na
plaszczyznie przez dwa roézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta
(podwaza to I aksjomat).

Potrzebujemy innej geometrii. Z listéw Gaussa wynika, ze okolo 1817 roku
u$wiadomil on sobie, ze mozna zbudowac logicznie spdjna geometrie, rézna od
euklidesowej (z odrzuconym V aksjomatem), ale swoich przemysleri nie oglosil.
Zrobili to niezaleznie od siebie Nikolaj Lobaczewski (1829 r.) i Janos Bolyai
(1832 r.).

Na rysunku 6 przedstawiamy model dwuwymiarowej geometrii hiperbolicznej
odkryty przez Eugenio Beltramiego w 1868 roku (14 lat pézniej podatl

go réwniez Henri Poincaré). Zrozumienie tego modelu wymaga nie tylko
zdefiniowania linii prostej, ale rowniez obowiazujacej w nim odlegtoéci. W tym
modelu przestrzen jest przedstawiona jako wnetrze kola (bez brzegu). Prostymi
sg $rednice lub tuki okregéw euklidesowych przecinajace brzeg kola pod katem
prostym (rys. 6). Proste sa wyznaczone jednoznacznie przez dwa punkty

lub przez punkt i koniec, lub przez dwa konce. Odleglosci staja sie wigksze

(w poréwnaniu do tego, jak wygladaja), gdy zblizamy sie¢ do brzegu tak, ze brzeg
jest nieskonczenie daleko od centrum. W rezultacie najkrétsza droga miedzy
dwoma punktami ma tendencje do odchylania si¢ w kierunku centrum i, jak juz
mowiliSmy, jest tukiem okregu euklidesowego, ktéry przecina brzeg pod katem
prostym (rys. 7).

Dodatkowo w tym modelu kola sg zawsze reprezentowane przez kota
euklidesowe, ale maja przesuniete srodki (rys. 8), ich promienie moga by¢
dowolnie duze, wéwczas kolo prawie dotyka brzegu modelu. Katy, w tym
»prostopadtos¢”; sa w tym modelu wiernie przeniesione z plaszczyzny
euklidesowej. Oznacza to, ze w takiej przestrzeni spelnione sa wszystkie
pierwsze cztery aksjomaty Euklidesa. A co z V aksjomatem? Ot6z w modelu
geometrii hiperbolicznej V aksjomat Euklidesa jest falszywy, co widaé¢ na
rysunku 9. Proste M, i M> przecinaja sie w punkcie z, ale zadna z nich nie
przecina prostej L. Zatem w modelu geometrii hiperbolicznej istnieja dwie
proste przechodzace przez punkt x (tak naprawde nieskorniczenie wiele), ktére
nie przecinajg prostej L. PokazaliSmy w ten sposéb, ze Euklides mial racje,
przyjmujac V aksjomat, gdyz jest on niezalezny od czterech pozostalych
aksjomatéw! Teraz juz wiemy, ze wszelkie proby wyprowadzenia V aksjomatu
Euklidesa z czterech pozostalych aksjomatow z géry byly skazane na
niepowodzenie.

Ponadto w geometrii hiperbolicznej suma miar katéw tréjkata jest mniejsza
niz 180° (rys. 10). O takiej powierzchni méwimy, ze ma krzywizne ujemng.
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Préoby dowodu V aksjomatu Euklidesa:

(1) Niech y bedzie innym punktem po tej samej
stronie prostej L co punkt x i w tej samej od
niej odleglosci. Potacz z z y prosta (I aksjomat),
a nastepnie przedluz te ograniczona prosta do
prostej M (II aksjomat). Wtedy prosta M nie

przecina prostej L.

(2) Niech prosta M bedzie zlozona ze wszystkich
punktéw po tej samej stronie prostej L co
punkt x i bedacych od niej w tej samej odlegtosci.
Otrzymana prosta nie przecina prostej L.

(3) Punkt na plaszczyznie kartezjanskiej mozna zapisaé
za pomocy wspéirzednych. Prosta (nie pionowa) L

W ten oto sposéb odkryliSmy, ze istnieja rézne geometrie i zadna z nich nie jest
bardziej uprzywilejowana od innych. 10 czerwca 1854 roku Bernhard Riemann,
majac 28 lat, w swoim wykladzie habilitacyjnym O hipotezach, ktdre lezg

u podstaw geometrii poszedl jeszcze dalej. Umieszczajac obserwatora wewnatrz
przestrzeni (wielowymiarowej rozmaitosci), stwierdzil, ze geometria przestrzeni
moze sie zmienia¢ od punktu do punktu, tu by¢ hiperboliczng, tam euklidesows,
a gdzie indziej sferyczna.

Dzisiaj za sprawa ogdlnej teorii wzglednosci Alberta
Einsteina (1916 r.) i potwierdzajacej ja obserwacji Arthura
Eddingtona z roku 1919 przyjmujemy, ze otaczajaca nas
przestrzen (dokladniej czasoprzestrzeni) jest zakrzywiona,
cho¢ mozliwe, ze tego typu zakrzywienia sg tylko niewielkimi
perturbacjami znacznie wigkszego i bardziej symetrycznego
ksztaltu.

Tytulowe pytanie o ksztalt Wszechswiata jest jednym

z wielkich otwartych probleméw astronomii (kosmologii) —
czy wielkoskalowy ksztalt Wszechswiata, gdyby wyprostowad
tuki, ugiecia wynikajace z obecnosci gwiazd, galaktyk,
czarnych dziur itp., nadal bylby zakrzywiony jak wielka

ma réwnanie y = ma + c. Zmieniajac ¢, mozemy kula, czy tez bylby ptaski (jak wodne 16zko), a moze jest
przesunaé prosta L w gore lub w dét. Zadna z tak on bardziej skomplikowang wielowymiarowa rozmaitoscia
otrzymanych prostych nie moze sie przecinaé o ujemnej krzywiznie. Moze Ty masz pomysl, jak to

i kazdy punkt nalezy do dokladnie jednej prostej. rozstrzygnadé, Czytelniku?
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Rys. 1. Na przyklad w Q12 polaczone

bedg miedzy innymi
x = 859 = 0011010110113 i
y = 843 = 0011010010112

W terminologii teorii graféw twierdzenie

Huanga brzmi:

kazdy indukowany podgraf G C Q.
spelnia A(G) < v/n = |[V(G)| < 271,
Duzo krécej, ale trzeba wpierw wyjasnié,
ze V(G) to zbiér wierzchotkéw grafu G,
A(G) to najwigkszy stopieri wierzchotka
(stopieni to z kolei liczba krawedzi o koricu
w danym wierzcholku), a podgraf
indukowany oznacza pewne wierzchotki
wraz ze wszystkimi taczacymi je

krawedziami Q.

Czutosé funkcji logicznych, czesé 2
Mariusz ZAJAC*

W pierwszej czedci artykutu (AZ)) oméwilismy pojecia funkeji logicznej, jej
czutosci i przedstawiliSmy, na razie bez dowodéw, pewne zwiazane z nimi
twierdzenia, udowodnione w pracy [1].

Celem drugiej czesci jest przedstawienie owych dowodow w wersji nieco
uproszczonej w stosunku do oryginalnej pracy [1], ale weiaz wymagajacej
znajomosci podstaw algebry liniowej, w tym mnozenia macierzy i pewnej wiedzy
o wymiarze przestrzeni liniowe;j.

Niech n bedzie dowolng dodatnig liczba catkowita i niech N = 2™. Zapiszmy elementy
zbioru V,, = {0,1,..., N — 1} w ukladzie dwéjkowym (uzupelniajac w miare potrzeby
nieznaczacymi poczatkowymi zerami, tak by kazda liczba miala dokladnie n cyfr)

i przedstawmy je graficznie w ten sposéb, ze elementy V,, (zwane wierzchotkami) beda
punktami, a odcinki (zwane krawedziami) polacza pary wierzcholkéw rézniace sie
w uktadzie dwojkowym tylko jedng cyfra. Uzyskany graf nazwiemy n-wymiarowsg
kostka @,, (nazwa wiaze si¢ niewatpliwie z podobienistwem Q3 do szkieletu szedcianu,
czyli standardowej kostki do gry).

Sprobujmy przezwyciezy¢ fakt, ze bezposrednio odczuwamy istnienie tylko trzech
wymiaréw, spogladajac na kostki rekurencyjnie: (01 to dwa punkty potaczone
odcinkiem, )2 to dwa odcinki, np. dolny i gérny, polaczone dwiema pionowymi
krawedziami, Q3 to dwie kopie @2, np. dolny i gérny kwadrat, potaczone czterema
pionowymi krawedziami, ..., Q,+1 to dwie kopie @,,, potaczone 2™ krawedziami
i tak dalej.

Zapowiedziane pod koniec pierwszej czesci twierdzenie (jesli ponad polowe
wierzchotkow n-wymiarowej kostki zajmujg mrowki, to ktoras z nich ma co
najmniej \/n sgsiadek) mozemy sformutowa¢ w nastepujacy réwnowazny sposéb.

Twierdzenie (Huang [1]). Jesli wyrdznimy niektdre wierzcholki n-wymiarowej
kostki Qn,, czyli wybierzemy podzbior W C V,,, przy zachowaniu warunku, Ze kazdy
element W ma mieé mniej niz \/n sgsiadéw nalezgeych do W, to wyrdznione
wierzchotki stanowié bedg co najwyzej polowe wszystkich wierzchotkow kostki, czyli
[W| < N/2.
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