Geometria rzutowa

,Geometria rzutowa to dzial matematyki zajmujacy sie opisem tego, co nie

zmienia sie w figurach geometrycznych, gdy patrzymy na nie z réznych punktéw
widzenia. Innymi stowy: zrobmy zdjecia figury z réznych stron i badajmy

tylko to, co jest wspdlne dla wszystkich zdje¢. Spogladajac z réznych stron na
przyktad na boisko piltkarskie, mozemy stwierdzi¢, ze raz wydaje nam si¢ blizej
nieokreslonym czworokatem, raz trapezem, a z lotu ptaka — prostokatem.

Skoro odleglosci ani réwnolegloéé prostych nie zostaja zachowane dla réznych

zdjeé, to, jak tatwo sie¢ domysli¢, w geometrii rzutowej nie ma miejsca dla
twierdzenia Talesa ani Pitagorasa. Z drugiej strony, widzimy, Zze proste pozostaja
prostymi, a punkty punktami. A zatem wlasnie o prostych, punktach i ich

Wydawacé by sie mogto, ze plaszczyzna rzutowa nie powinna istotnie réznié¢
sie od euklidesowej. Aby sie przekonaé, czy tak jest w istocie, powréémy na
boisko pitkarskie. Spdjrzmy na zdjecie, na ktérym wyglada ono jak trapez.
7 tatwodcia spostrzezemy, ze przedtuzenia linii bocznych boiska przecinaja sie
w jednym punkcie. Spéjrzmy teraz na zdjecie z lotu ptaka. Tutaj przedluzenia
wecale sie nie przecinajg. Nie mozna jednak sensownie méwic
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o potozeniu prostych, jesli nie da sie stwierdzié, czy si¢ przecinaja, czy nie.
Jedyne rozsadne rozwiazanie to dodanie do plaszczyzny tzw. punktow horyzontu.
Jest to zupelnie naturalne witaénie dla naszej geometrii widzenia: przeciez idac
torami kolejowymi, widzimy, ze szyny lacza sie w jednym punkcie na horyzoncie.
Teraz juz mozemy spokojnie powiedzie¢, ze takze na zdjeciu z lotu ptaka

linie boczne boiska przecinaja sie. No tak, ale powinny przeciez przecinaé sie
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Czyli plaszczyzne rzutowg mozna traktowaé jak

zwykla plaszczyzne, do ktorej dotaczono punkty

w nieskoriczonosci. Nieco formalniej: rozwazmy
plaszczyzne z = 0 (czyli wszystkie punkty postaci (x,y,0))
i oznaczmy ja przez m. Punkt S = (0,0,1) lezy nad ta
plaszczyzna.

Kazdy punkt pltaszczyzny m utozsamimy z prosta
przechodzaca przez ten punkt i punkt S. Jasne
jest, ze nie wykorzystaliSmy wszystkich prostych
przechodzacych przez S — a mianowicie prostych
réwnolegltych do plaszczyzny 7. Zauwazmy jeszcze,
ze punktom prostej £ lezacej na m odpowiadaja te
proste przechodzace przez punkt S, ktore lezg na
plaszczyznie wyznaczonej przez punkt S i prosta £.
Niewykorzystana prosta to prosta przechodzaca
przez S i réwnolegta do ¢ — nazwiemy ja punktem
w nieskoriczonosci prostej £ i oznaczymy przez {o..
W takim razie prostym réwnolegltym ¢1, 42 lezacym
na 7 odpowiada ta sama prosta £, przechodzaca
przez S. Proste réwnolegle (staly sie plaszczyznami)

przecinaja si¢ teraz w nieskonczonosci wzdtuz prostej foc.

Ptaszczyzna rzutowa moze by¢ potraktowana jako

zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez S.
Rozsadnie jest okresli¢ odlegltos¢ punktéw, czyli prostych
przechodzacych przez S, jako kat miedzy tymi prostymi.

Mozna plaszczyzne rzutows opisaé inaczej: rozpatrzmy
przeksztalcenie ¢(z,y, 2) = (vy,yz, 2z, 2% — y?)

(z przestrzeni R3 w R*), ktére ograniczymy jedynie

do punktéw sfery o promieniu 1 i srodku (0,0, 0)

— wiec punktéw, dla ktérych 2 + y? + 22 = 1.
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w jednym punkcie, tak samo jak na zdjeciu z trapezem. Znéw jedyne rozsadne
rozwigzanie to utozsamienie dwoéch przeciwlegtych punktéw horyzontu, ktére od
tej pory traktowaé¢ bedziemy jako jeden punkt. W ten sposéb zakonczyliSmy
konstrukcje plaszezyzny rzutowej. (Nalezy jeszcze uzupelnié, ze punkty
horyzontu leza na jednej prostej, ktora trzeba dodad).
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Kazda prosta przechodzaca przez punkt (0,0,0) przebija
opisang sfere w dwéch punktach. Jedli jednym z nich
jest (a, b, c), to drugim jest (—a, —b, —c). Mozna sie
przekonaé, ze ¢(x,y, z) = ¢(Z, 4, 2) wtedy i tylko wtedy,
gdy (‘T7 Y, Z) = (55’ Y, 2) albo (_xv -Y, —Z) = (Lf, v, 2)
Mozna wiec utozsamié prosta przechodzaca przez punkty
(0,0,0) oraz (z,y, z) z punktem ¢(x,y, z) (lezacym

w czterowymiarowej przestrzeni). Niech zbiér A sklada
sie z tych punktow sfery, ktérych wspétrzedne spelniaja
warunki: |z| < % iy>0,a Ay z tych punktéow zbioru A,
dla ktérych y > 0. Na zbiorze Ag przeksztalcenie ¢ jest
réznowartosciowe. Natomiast ¢(—z,0, —z) = ¢(z, 0, z),
wiec przeksztalcenie ¢ przeksztalca punkty (—z,0 — 2)
i(z,0,2) na ten sam punkt (skleja je). Przeksztalcenie ¢
skleja ,,konicowe” punkty pasa A z ,przekreceniem”.
Powstaly twor to wstega Mobiusa. Jej brzeg to jedna
linia (dzieki ,przekreceniu”). Przeksztalcenie ¢
odwzorowuje zbior A oraz zbiér zlozony ze wszystkich
punktéw sfery, dla ktoérych |z| < 1, na ten sam zbior.
Zbiér tych punktéw sfery, dla ktérych z > %, mozna

w naturalny sposéb utozsamié z kotem. Mozemy wiec
powiedzieé, ze plaszczyzna rzutowa powstaje przez
sklejenie brzegami kola ze wstega Mobiusa.

W artykutach ,,Dobble” (AYq) oraz ,Naprawde

ciekawa gra” (Af,) mozna przeczytaé¢ o przyjemnym
zastosowaniu plaszczyzny rzutowej, a jeszcze wiecej

w ,,Czy widzial kto$ plaszczyzne rzutowa?” (AY)).
Wszystkie wspomniane artykuly mozna znalez¢ na naszej
stronie www.deltami.edu.pl.
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