WAKACYJNA LEKTURA DO CZYTANIA NA WODZIE, NA PLAZY I W LESIE

Geometria Bolyaia—t.obaczewskiego - co to jest i jak ja poznawaé

Marek KORDOS Najdluzej badanym problemem matematycznym byla kwadratura kota, ale zaraz
za nia uplasowala si¢ kwestia piatego postulatu Euklidesa. Chodzito o to, czy
zdanie

jesli dwie proste przeciete trzeciqg tworzq kqty wewnetrzne jednostronne
o sumie mniejszej od dwdoch kqtow prostych, to proste te po przediuzeniu
przetng sie © to wlasnie z tej strony

spelnia wymagane dla postulatéw warunki, czyli czy wyraza rzeczy jasne

i oczywiste i czy jest dostatecznie zwiezte, by by¢ uznane za pierwotna prawde.
Debate zapoczatkowal w V wieku Proklos, odpowiadajac dwukrotnie nie

i proponujac, by wykazaé, ze usuniecie tego postulatu gmachu geometrii nie
naruszy.

O perypetiach piatego postulatu pisatem 7 biegiem stuleci angazowali sie w te rozwazania réwniez przedstawiciele innych

wAY; i AY. galezi nauki, az do orzeczenia, ze debata jest nonsensowna, bo z geometria
niejako sie rodzimy (Kant, Krytyka czystego rozumu). I wtedy (poczatek
XIX wieku) dwéch mtodych ludzi, Wegier Janos Bolyai i Rosjanin Nikolaj
F.obaczewski, uparto sig, by swiat przyjal, ze usuniecie piatego postulatu nie
tyle narusza gmach geometrii, co go do$¢ gruntownie przebudowuje. Spotkala ich
za to surowa kara, ale odniesli zwyciestwo, bo od tej pory wszyscy matematycy
uznali istnienie alternatywnych geometrii, cho¢ bylo to dla nich (i w ogéle dla
calego $wiata nauki) réwnie wstrzasajace, jak dla nas bylby kontakt z inng
cywilizacja.

Powstal tez problem, jak taka alternatywna geometria wyglada, bo umiano
pokazaé jej poszczegoOlne fenomena, ale w calosci jej ,,zobaczy¢” nie umiano.

[ Zanim (za sprawa Kleina) takie calodciowe spojrzenie zostalo skonstruowane,
okazalo sie, ze alternatywnych geometrii jest wiele. Wystarczylto bowiem, by
(poniekad przymusowo) sprawe zreferowal na swoim wykladzie habilitacyjnym
dziatajacy w analizie matematycznej Bernard Riemann. Wskazal on, jak
mozna opisa¢ nieskonczong mnogosé struktur matematycznych, ktore od naszej
geometrii beda rézne, bedac jednak geometriami. Skorzystamy dalej z jego
pomystu.

Po co matematyce modele?

Jedli w jakiejs teorii A, o ktérej jesteSmy przekonani, ze jest niesprzeczna,
zbudujemy model teorii B (czyli strukture, majaca taka budowe jak teoria B),
to z rownym przekonaniem mozemy stwierdzié¢, ze teoria B tez jest niesprzeczna.
Dlatego tworzac nowe teorie, konstruuje sie ich modele w klasycznej geometrii
lub arytmetyce.

Ale jest i inny powdd. Posiadanie réznych modeli interesujacej nas teorii
pozwala ,troche oszczedzi¢” na dowodzeniu. Jesli bowiem dostrzegamy jakas
prawidlowo$é w modelu, to (jesli nie ma tam specyficznych wlasnosci materii,
z ktérej model zostal zbudowany) mozemy zaobserwowana prawidlowosé uznaé
za wlasno$¢ modelowanej teorii.

Tak w wiekszosci przypadkéw bedziemy postepowali tutaj, wlasnie przez
ogladanie takich modeli, w ktorych te czy inne wilasnosci beda wrecz rzucaly sie
w oczy. Rodzine modeli geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego, ktorymi bedziemy
sie postugiwali, skonstruujemy, wychodzac od modelu zbudowanego przez Henri
Poincarégo w my$l wskazan Riemanna.

Koncepcja Riemanna jest nastepujaca. Okreslamy obiekt, ktéry bedzie
w naszym modelu pelnil funkcje zbioru punktéw i dla tych (nowo mianowanych)
punktéw okreslamy iloczyn skalarny. Gdy punkty sa parami liczb rzeczywistych,
6w iloczyn skalarny punktéw P = (z1,22) 1 Q = (y1, y2) to liczba

P-Q = giir1y1 + 9122192 + 921 72Y1 + g22Z2Ya2,
gdzie g;; sa dobrane w ten sposéb, by liczba P- P byta zawsze nieujemna.
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Punkt majacy w modelowanej geometrii
wspélrzedne (e, 0) ma w modelu
wspoélrzedne (s, 0).

Dysponujac iloczynem skalarnym, okreslamy dlugosé wektora v jako |v| := \/v-v,
vew
a katy mierzymy, obliczajac ich kosinus wedlug wzoru cosvw := m
v||w
Na przyklad geometria zwyklej ptaszczyzny to zbiér R? z iloczynem danym
przez gi1 = g22 = 1, g1z = g21 = 0.

Model Poincarégo na pdlptaszczyznie (mPpp)

Gdy zbiorem punktéw bedzie {(x1, z2) € R? : 21 > 0}, a iloczyn skalarny
dany bedzie przez g11 = gaz = 1/2% i g12 = go1 = 0, to bedziemy mieli do
czynienia z modelem plaszczyzny Bolyaia—t.obaczewskiego. Rzut oka na wzor
na kosinus od razu pozwala zauwazy¢, ze model ten jest euklidesowokqgtny,

co oznacza, ze narysowane krzywe w naszym modelu w sensie plaszczyzny
Bolyaia—tobaczewskiego tworza kat o tej samej rozwartosci, jak ten, ktory
widzimy euklidesowym okiem na rysunku (owe 1/2% w liczniku i mianowniku
sie skréca). Zatem inne pojecia geometrii Bolyai-Fobaczewskiego (np. proste)
muszg w naszym modelu wygladaé inaczej niz ich euklidesowe odpowiedniki
— gdyby bowiem wygladaly tak samo, otrzymaliby$my nie geometrie
Bolyaia-FLobaczewskiego, lecz geometrie péiplaszcezyzny euklidesowe;j.

Nie wchodzac w szczegdly rézniczkowej obrobki tego modelu, przyjmijmy, ze
udalo sie nam stwierdzié, iz prosta opisane za pomoca tego iloczynu skalarnego
(jedna, konkretna prosta) w tym modelu jest (¢, 0) dla ¢ > 0, a jej punkty sa
sparametryzowane za pomoca dlugosci s jako (e®, 0). Zatem odleglo$¢ punktow
A= (e",0)1B=(e?,0) jest w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego réwna

et
|s1—s2| = ‘lneT2 = ‘ln\A, B; (0, 0), ool|,
gdzie symbol, ktory znajduje sie miedzy wartosciami bezwzglednymi wewnatrz
logarytmu w ostatnim czlonie powyzszej réwnosci, to dwustosunek (patrz
str. 14), a symbolem oo zostal oznaczony kierunek prostej. Ten kierunek,
podobnie jak punkt (0, 0) nie nalezy do modelu, nie jest punktem modelowanej
plaszczyzny B—L., ale — mozna powiedzie¢, ze oba te punkty ,koncza” prosta.
Dlatego tez Hilbert wprowadzil zwyczaj nazywania ich kornicami prostej.
W mPpp odleglos¢ punktéw bedziemy mierzyli za pomoca dwustosunku:

In |(A, B; koniec; prostej AB, koniecy prostej AB)]||.

Te skape wiadomo$ci wziete na wiare pozwola nam poznaé wiele wlasnosci
geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego za pomoca mPpp i innych modeli.

Innych, bo z mPpp mozna w prosty sposob uzyskaé
jeszcze inne przydatne modele. Widoczna na rysunku
obok poélsfera jest styczna do brzegu rozpatrywanej
dotad (szarej) polplaszezyzny. Mozna na nig zrzutowaé
stereograficznie mPpp, otrzymujac model Poincarégo

na polsferze (mPp). On z kolei moze by¢ zrzutowany
stereograficznie (z najwyzszego punktu ,drugiej potowy”
polsfery) na plaszczyzne styczna do pélsfery w jej
,poludniowym” biegunie — tak otrzymamy model
Poincarégo w kole (mPk). Mozemy tez mPp zrzutowaé
prostokatnie na te sama plaszczyzne — powstanie model
Kleina (mK), tez w kole, ale mniejszym (zamiast na dét
mozna rzutowaé do géry na kolo ,zamykajace” polsfere).
Jeszcze inny model otrzymamy, rzutujac mPp na te
plaszezyzne ze $rodka poélsfery — ten model (mp) dziataé
bedzie na calej plaszczyznie.

Zawarcie blizszej znajomodci z tymi modelami pozwala
na obserwowanie rozmaitych faktéw majacych

miejsce w geometrii B-F.. Czes$¢ z nich postaram sie
zaprezentowac.
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Proste, katy, odlegltosci w ré6znych modelach

Poniewaz w geometrii euklidesowej inwersje zachowuja dwustosunek, wiec
inwersje wzgledem prostych i okregéw (w istocie ich poléwek) prostopadlych do
brzegu mPpp zachowuja odlegtosci B-1. (sa izometriami, a nawet symetriami),
a wiec wszystko, co otrzymamy za ich pomoca z wyréznionej prostej B—¥,,

to beda proste B-L.. Moral: w mPpp prostymi w sensie B~ sq wszystkie
prostopadle do brzegu proste i mieszczgce sie w modelu luki okregow, a inwersje
wzgledem nich sq w sensie B—L, symetriams.

Czytelnika Zaniepokojonego dziwnym sformutowaniem o tukach okregéw

w poprzednim zdaniu (przeciez to po prostu p6lokregi!) spiesze uspokoi¢ — w tym
szalenstwie jest metoda. Jesli mianowicie przyjrzymy sig, jak otrzymujemy inne
modele Poincarégo, okaze si¢, ze wyrdznione wyzej zdanie tez sie do nich stosuje!
I to tlumaczy nienajprostsze sformulowanie: o ile bowiem w modelu na pélsferze
te tuki sa rowniez pélokregami, to juz w modelu w kole — nie.

A na tym nie koniec. Poniewaz inwersje (wigc i rzut stereograficzny) zachowuja
dwustosunek i katy miedzy krzywymi, wiec we wszystkich modelach Poincarégo
odlegto$ci mierzy sie logarytmem dwustosunku punktow i konicow prostej, na
ktorej one lezq, a kqty w sensie B—L majq takie same rozwartosci, jak kqty
zmierzone w modelu.

Jak wida¢, umknely nam pozostale dwa modele: Kleina i na catej plaszczyznie.
Zajmijmy sie pierwszym z nich.

W modelu na poélsferze, jak juz wspomnieliSmy, proste to potokregi. Jesli
tak, to leza one w plaszczyznie prostopadlej do tej, na ktora rzutujemy mPp,
by otrzymaé¢ model Kleina. Zatem rzutuja si¢ one jako odcinki. Dokladniej:
w modelu Kleina proste w sensie B—L to cieciwy modelu.

Uwaga Jeszcze jeden... na stronie 15 upewnia nas, ze odleglosSci w modelu
Kleina rowniez mierzy sie logarytmem z dwustosunku.

Pozostaje kwestia katéw. W modelu Kleina (oczywiscie, bo w przeciwnym
przypadku byloby to zwykte euklidesowe koto) nie ma takiej wygody, jak

w modelach Poincarégo. Tu podamy tylko, jak przedstawia si¢ w mK sprawa
prostopadlosci. W tym celu nalezy przypomnieé¢ sobie (badz udowodnié, gdyby
sie nie pamietalo) twierdzenie ze stereometrii:

jesli na sferze dwa okregi przecinajq sie pod kgtem prostym, to plaszczyzna
jednego z mich przechodzi przez wierzcholek stozka utworzonego ze stycznych
do sfery w punktach drugiego z nich.

Odnoszac widoczng na rysunku sytuacje do mPp i rzutujac ja na mK,
otrzymujemy wniosek, ze w modelu Kleina proste prostopadie to takie, Ze
przediuzenie jednej z nich przechodzi przez punkt przeciecia stycznych w koncach
drugiej (jej biegun). I to na razie wystarczy nam do obserwacyjnego badania
geometrii B-L.. Bo przeciez o ogladanie od poczatku nam chodzi.

Pozostal jeszcze model na plaszczyznie. Jego funkcja okazata sie czysto formalna —
geometrzy rysujg w nim sytuacje z geometrii B—t. wtedy, gdy chca podkresli¢, ze tym
razem nie beda postugiwac si¢ modelami. Czytelnik Zaciekawiony moze sprawdzic,

ze proste B-L w tym modelu to proste przechodzace przez punkt stycznosci mPp

z plaszczyzna oraz tuki hiperbol, dla ktérych te proste sg asymptotami.

Co od razu widaé¢ w modelu Kleina?

Przede wszystkim widaé, ze przez punkt
poza prosta przechodzi wiele prostych z nia
roztacznych. Wéréd nich sa dwie, majace

z dang prosta wspolne kotice — to rownolegle,
a pozostale rozlaczne to nadrownolegle.

Widac¢ tez, ze we wnetrzu kata istnieje obszar,
z ktérego nie mozna poprowadzié¢ prostej
przecinajacej oba jego ramiona — oddzielajaca
go prosta nazywa sie zagradzajgca.
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Wida¢ tez, ze proste sa nadréwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy maja wspolna

prostopadla. %

O L

Istotnie, wspolna prostopadla zawiera¢ sie musi w prostej taczacej bieguny,
a ta w przypadku prostych przecinajacych sie czy réwnoleglych nie przecina
sie z modelem, czyli wnetrzem kota.

Rozpatrujac podobne rysunki, stwierdzamy, ze rzut prostokatny prostej na
prosta nigdy nie jest prosta — jest odcinkiem dla prostych przecinajacych sie
i nadrownoleglych, a w przypadku réwnoleglych — potprosta.

7 (7

7 kolei rysunek z lewej
pokazuje trojkat bez
ortocentrum (wysokosci
kolorowego trojkata
przecinaja si¢ poza
modelem). Z prawej zas
mamy tréjkat PQR, na
ktérym nie mozna opisaé
okregu (te owale to elipsy
styczne do brzegu modelu
w koricach prostych k il)
kil to B-L. symetralne
PQ i PR — nie wynika

to z dotychczasowych
rozwazan, ale nie
powinno dziwié, ze

nie wszystko daje sie
opowiedzie¢ w tak
krétkiej formie.

X

Co od razu widaé¢ w modelu Poincarégo w kole?

Oczywiscie, sytuacje zwigzane z katami, bo w modelach Poincarégo rozwartosé
katow w sensie B—L. jest taka, jak na rysunku. W mPk proste to tuki okregow
prostopadte do brzegu, ale tez i $rednice modelu (powstaja z rzutéw pdétokregdw
wielkich pélsfery). Wobec tego na rysunku mamy tréjkat ABC o sumie katow
mniejszej od 180° — byloby 180°, gdyby bok BC' byt odcinkiem, a nie tukiem.
A za pomoca inwersji mozna dowolny trojkat doprowadzi¢ do takiego polozenia.

Czytelnik Dociekliwy zauwazy, ze istnieja tréjkaty o sumie katéw dowolnie
bliskiej zeru (maly kat przy A i BC bliskie zagradzajacej).

W grafikach Eschera mozna odnalez¢ inne spojrzenie na takie trojkaty. Jesli
trojkat z poprzedniego rysunku bedzie réwnoramienny i bedzie mial w A

kat %, to — ukladajac n takich trojkatéw wokoél A — uzyskamy n-kat foremny.
7 poprzedniej uwagi wynika, ze mozemy pozostate dwa katy dobra¢ dowolnie,
byleby suma katéw tréjkata nie przekroczyla 180°. Niech zatem beda rowne

po % (oczywiscie %Jr% < %) Wéwezas katy otrzymanego n-kata beda

réwne %. Oznacza to, ze wokél kazdego z tych wierzchotkéw mozna utozyé

k takich wielokatéw (Czytelnik Blyskotliwy domyéli sie, ze robi sie to, stosujac
inwersje wzgledem bokéw wielokata).
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Parkietaze na oktadce Otrzymamy w ten sposob pokrywajaca plaszczyzne B-L siatke n-katéw po k
w kazdym wierzchotku. Takie siatki z upodobaniem rysowal Escher, a nasza

i wewnatrz numeru wykonal
2 Y okltadka zawiera kilka takich, ale juz rodzimej produkcji.

Przemystaw KICIAK

Jak Lobaczewski obliczyl kat réwnoleglosci

Wystawmy z punktu O na prostej k prostopadla i obierzmy na niej punkt P
odlegly o x od k. Poprowadzmy teraz przez P réwnolegla do k. Kat, jaki
tworzy ona z OP, to kgt rownoleglosci. Jego rozwartosé zalezy od x — Nikolaj
Fobaczewski pierwszy obliczyt w jaki sposéb. Oto obliczenie w mPk. Na rysunku
B-L. proste sg kolorowe, czarne odcinki to odcinki materii, z jakiej jest zrobiony
model, czyli euklidesowe; PR to styczna. Chcemy obliczy¢ kat a.

Poniewaz a+28 = 7, wigc 8 = T — 5. Z kolei

(r+rtgB)-r . 1+tgp

r-(r—rtgf) nl—tgﬁ7

tgf=te(Z-2) = tef-tey 1-tgs
4 2 I+tgftg s 1+tgg’
1-tg &
. x_1+1+tg§_ 2 _ o Y, WASSRSIN
wigc e = 63 ~ 2to @ —ctg§, a zatem o = 2arcctge”.
_1+tg§ 2

Jak Bolyai styczng skonstruowat

7 4 Konstrukcja stycznej to wykreslenie jej B-t cyrklem i Bt linijka. Konstrukcja
ta, narysowana w stylu modelu na plaszczyznie, wyglada tak jak obok, czyli
rysujemy czworokat o trzech katach prostych. Czwarty kat jest (oczywiscie)

£ " - ostry. Zatem bok BC' jest krétszy od AD. Promieniem AD kredlimy wiec okrag

o srodku B. Jego przeciecie z bokiem C'D oznaczamy X. Wtedy prosta AD jest
rownolegla do BX. Czyli tego trzeba dowiesc.

Postuzymy sie¢ modelem Kleina. Wobec uwagi konczacej punkt Harmonicznosé
(str. 15) kazda prosta przez S jest prostopadla do M N, a kazda przez T do K L.
Zatem ABCD jest w modelu Kleina czworokatem o trzech katach prostych. BX
i AD maja wspélny koniec, wiec sa réwnolegle. Ponadto czworka B, X, P, Q' jest
rzutem z punktu S czwérki A, D, P, Q, a wiec

BP-XQ  AP-DQ

BQ'-XP AQ-DP’
co oznacza, ze odcinki BX i AD sa Bt przystajace.

Gdy chodzi o konstrukcje w modelu Kleina, do tej pory
otwarty jest postawiony przez Jana Mycielskiego problem, czy
konstrukcje w kole wykonane euklidesowa linijka i cyrklem
daja ten sam zbior punktow konstruowalnych, co konstrukcje
wykonane B-L linijka i B-E cyrklem.

Na zakonczenie

Oczywiscie, przedstawienie geometrii Bolyai—Ff.obaczewskiego na kilku stronach
nie jest mozliwe. Pozostaje wiele do samodzielnego zwiedzania przez ewentualnie
zainteresowanych.

Pokazalismy, ze dla prostych nadréwnolegtych istnieje wspélna prostopadia — jak
ja skonstruowac?

Dawid Hilbert podal nastepujacy przepis (rysujemy znéw w mp). Obierzmy
na jednej z nich, na a, punkty A i C' i zrzutujmy je prostokatnie na druga, b,
otrzymujac punkty B i D. Jesli AB = CD, czworokat ABDC ma o$ symetrii,
a ona jest prostopadla do AC' i BD, o co nam chodzilo.

Gdy AB > CD, obieramy na AB taki punkt A’, ze A’B = CD. Z A’ prowadzimy
takg prosta ¢, ze kat miedzy DC' i a jest taki, jak miedzy BA’ i ¢. Prosta c
przecina (?) a w punkcie K. Odlézmy odcinek A’K od punktu C, otrzymujac L.
Mamy KM = LN, gdzie M i N to rzuty prostokatne K i L na b (jest tak,

bo figury aC'Db i cA’ Bb s przystajace). O$ symetrii czworokata KM NL jest

Znak zapytania wskazuje, ze trzeba
jeszcze wykazad, iz punkt przecigcia a i ¢
istnieje. szukang wspoélna prostopadla.
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Wiegcej o wspélrzednych barycentrycznych
mozna przeczyta¢ w moich artykulach

03 . 03
w Ay i ATg.

Gdy m1 i ma sa réznych znakéw, Srodek
ciezkodci lezy na zewnatrz odcinka AB po
tej stronie, z ktérej wartos¢ bezwzgledna
obcigzenia jest wigksza. Gdy te wartosci
sg réwne, nie moze ,znalez¢ sobie
miejsca”. Dodatkowy punkt ,lezy na obu

koncach” prostej.

Czytelnik Pracowity moze sprawdzié, ze

(P, Q; R, S)= (R, S; P,Q) =
1
T (P.Q; S R)

=1—(P, R; Q, 9).

Proste w geometrii B-¥, sa jednoznacznie wyznaczone nie tylko przez dwa
punkty, lecz takze przez punkt i koniec, a nawet dwa konce.

Cecha szczegdlna geometrii B-L jest mozliwosé zdefiniowania odleglosci
wewnatrz geometrii, czego np. geometria euklidesowa jest pozbawiona (i po
wzorce odleglodci musi siegaé do fizyki). W konsekwencji cala te geometrie
mozna opisa¢, postugujac sie wylacznie pojeciem nalezenia punktu do odcinka.

W dalszej konsekwencji pole trojkata mozna obliczy¢ z sumy jego katdw.

Gdy juz mowa o polu, to pole powierzchni kota jest na plaszczyznie Bt wicksze
od pola kota euklidesowego o tym samym promieniu.

Mozna tez na plaszczyznie Bt dokonywaé paradoksalnych rozktadéw, co nie
jest mozliwe na plaszczyznie euklidesowej.

Stowem, jest co zwiedzaé.

Narzedzia

W poprzednich rozdziatach uzywalismy wlasnosci dwustosunku, inwersji i rzutu
stereograficznego, ktore tutaj chcemy przypomniec.

Dwustosunek (inaczej: stosunek anharmoniczny)

Zacznijmy od wspotrzednych barycentrycznych na prostej: Jesli punkty A
i B obciazymy masami m 1 mp, to srodek ciezkosci znajdzie sie w punkcie
p— my-A+mp-B

N ma-+mpg

barycentryczne punktu P.

. Pare liczb (ma, mp) mozna uznaé za wspélrzedne

Wsp6élrzedne barycentryczne dane sa (jak tatwo zauwazy¢) z dokladnoscia
do proporcjonalnosci. Réwnie latwo zauwazy¢, ze nie ma na prostej punktu,
dla ktorego suma tych wspétrzednych jest réwna 0. Mozna jednak uzupetnié
prosta o taki punkt, ktory bedzie srodkiem ciezkosci o zerujacej sie sumie
wspélrzednych — prosta staje sie jakby okregiem (dla koneseréw: albo prosta
rzutowa, albo — bez réznicy — prosta plaszczyzny uzwarconej punktem).

Poniewaz nie ma punktu o wspélrzednych barycentrycznych [0, 0], wiec kazdy
punkt mozna przedstawi¢ jako [1, a], albo [0, 1].

Prosta w takich wspétrzednych sktada si¢ z punktéw postaci NA+ pB, gdzie
(A, ) # (0, 0). Dwustosunek punktéow P, @, R, S to liczba

A —-A A -

(P, Q: R, §) = (Appr = Arpp)(AQis —Aspq) .

(Apps —As —pp)(AQuR — ARHQ)
Aqup
APHQ
Gdy dodany punkt pominiemy, mozemy dwustosunek opisac¢
za pomoca zwyklych wspoélrzednych i odleglosci. W tym celu zapiszmy P i Q
tak, by na pierwszej wspolrzednej byla jedynka:

W szczegblnosei (A, B; P, Q) =

, (boAa=pup=11ipa=Ap=0).

P =[\p+pup, Apatupb) = [1, AP/\‘;DMPa—i_)\P/fﬂPb i podobnie Q.
Moy wige 7= )\PXDMPA+ APILfMPB 1O )\Q>fNQ )\Q/f:uQ
Stad
P-A= /\P/%MP(B—AL QA= )\Q'MTQMQ(B—A),
A P

Zatem
AP-BQ _ (P-A)Q-B) _Aour
40-BP (P=B)(Q—A)  Apuq

= (A, B; P, Q).
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Al

i dla B podobnie

Nasuwa si¢ pytanie, czemu od razu nie podalismy tak prostej definicji
dwustosunku — powdd byl jeden — w modelu Poincarégo na pélptaszezyznie
(patrz str. 10) jeden z koncéw prostej moze by¢ niewlasciwy.
AP-BQ
AQ-BP
Z lematu o inwersji (str. 16) mamy

AP OP AQ oQ ora BP OP BQ 0oQ

= = raz = =

AP OA7 AQ OA B'P" OB’ B'Q° OB
A'P OA" 0Q AP ora B'Q" OB OP BQ
AQ) ~ OP OA AQ * BP ~ 0Q OB BP
a wiec lacznie

jest niezmiennikiem inwersji

a zatem

A'P'-B'Q"  AP-BQ
A'Q'-B'P'  AQ-BP’

AP-BQ

AQ-BP

Przy oznaczeniach z rysunku mamy dla tréjkatéw APO, AQO, BPO, BQO
AP AO AQ AO

jest niezmiennikiem rzutu $rodkowego (i réwnoleglego)

sin(a+£) sinxOPA’  sin(a+p+7) sinxOQA’
BP BO BO BO

sin 3 ~ sinxOPA’ sin(8+7v)  sinx0QA’

wiec
AP-BQ  sin(a+f)-sin(f+7)
AQ-BP  sin(a+pB+7)-sinf
Zatem skoro dwustosunek zalezy jedynie od katow, wiec nie zmienia si¢ przy

rzutowaniu srodkowym. Dowdd dla przypadku rzutu réwnolegltego pozostawiamy
Czytelnikowi Dokladnemu.

Jeszcze jeden szczegdlny przypadek
Gdy punkty A i B leza na pétokregu zamknietym érednica PQ, a ich rzutami na
te $rednice sg punkty A’ i B’, wéwczas
PA-BQ (PA-QB'\?
PB-QA (PB’-QA’)
W oznaczeniach z rysunku mamy bowiem
PA-PB  (1+cosa)(1—cosf3)
PB-QA  (1+cosf)(1—cosa)’
Natomiast z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
(PA)? = (cosa+1)*+sin® a = 2(1+cos ),
(PB')? = (cos B+1)?+sin® f = 2(1+cos ),
(QA")? = (cosa—1)?+sin® a = 2(1 —cos a)
(QB")? = (cos B—1)?+sin? f = 2(1—cos ),

co konczy uzasadnienie, bo dwdjki sie skroca.

)

Harmoniczno$é

Gdy (A, B; C,D) = —1, czworke A, B, C, D
nazywamy harmoniczng. Czytelnik Skrupulatny
udowodni, ze przedstawiona z prawej strony
sytuacja realizuje wlaénie taka czwérke — wystarczy
zastosowaé twierdzenie Cevy i Menelaosa.
Czytelnik Spostrzegawczy za$ zgodzi sie, ze to
uogdblnienie srodka — jesli punkt D odsuniemy do
nieskonczonosci, punkt C' stanie sie sSrodkiem AB.

A ¢ B D

7 lewej natomiast mamy sytuacje, gdy kazde cztery punkty lezace na jednej
prostej realizuja czwoérki harmoniczne. Mozna tez udowodnié (np. AJ9), ze
styczne do okregu z S i T przechodzg przez punkty przeciecia okregu przez
kolorowe linie.
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S
P
P’ T
SpP’ ST
o7 = 5p° oWl SP.SP' = ST?

Inwersja i rzut stereograficzny

Inwersje tradycyjnie definiuje si¢ z uzyciem odlegtosci. Obrazem inwersyjnym
punktu P wzgledem okregu o $rodku O # P i promieniu r jest taki punkt P’, Ze
OP-OP' = r%. Wynika z tego, ze inwersja jest inwolucja (czyli jej dwukrotne
wykonanie jest tozsamoscia). Czesto uzupelnia sie te definicje dodaniem do
plaszczyzny punktu w nieskonczonosci i umowa, ze ten punkt i O zamieniaja
sie w inwersji. W badaniu inwersji wazna role odgrywa

Lemat. xOPQ = x0Q'P’.

Wynika to z tego, ze trojkaty OPQ i OQ'P’
sa podobne, gdyz maja wspélny kat przy O

or' 0
0Q OP"

oraz z definicji inwersji zachodzi

AT

Obrazem prostej przechodzacej przez O jest ona sama.

7 lematu bezposrednio wynika natomiast, ze obrazem prostej
nieprzechodzacej przez O jest przechodzacy przez O okrag
(jego $rednica lezy na prostej prostopadlej do tej prostej

— patrz rysunek). Zatem obrazem okregu przechodzacego
przez O jest prosta przez O nieprzechodzaca. Z podobnego
powodu obrazem okregu nieprzechodzacego przez O jest
okrag rowniez przez O nieprzechodzacy. Tutaj korzystamy
dwukrotnie z lematu, a takze z sumy katow trojkata.

Inwersja nie zmienia katéw miedzy krzywymi. Poniewaz kat, jaki tworza krzywe,
to kat, jaki tworza styczne do nich, wystarczy, aby zauwazy¢, ze katy miedzy
prostymi przechodza na takie same katy miedzy okregami, na ktére te proste
przechodza, bo okregi oba razy przecinaja sie pod tym samym katem.

Prostym, ale waznym wnioskiem z tego jest spostrzezenie, ze okrag, przecinajacy
okrag inwersyjny pod katem prostym, w inwersji przechodzi na siebie
(zamieniaja si¢ jedynie jego tuki: zewnetrzny i wewnetrzny). Plynie stad moral,
ze inwersje mozna zdefiniowaé za pomoca jedynie prostopadlosci, a co wiecej, ze
ta definicja czyni z symetrii osiowej tez swego rodzaju inwersje.

P

j=4

Definicja inwersji jedynie za pomoca prostopadtosci pozwala na jej stosowanie

réwniez na sferze.
L]

Rzut stereograficzny sfery na plaszczyzne

do niej styczna w ,,biegunie potudniowym”
kazdemu punktowi sfery przyporzadkowuje
jego rzut $rodkowy z ,bieguna pélnocnego”.

Rozwazenie inwersji w trjwymiarowej geometrii (czyli rozpatrywanie inwersji
wzgledem sfery z taka sama definicja, jak w przypadku okregu) pokazuje ponadto,
ze rzut stereograficzny jest inwersja wzgledem dwukrotnie wiekszej sfery.

Wynika z tego, ze wymienione wyzej wlasnosci inwersji (w szczeg6lnosci
zachowywanie katéw miedzy krzywymi) przenosza sie réwniez na rzut
stereograficzny.
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