Poslowie:
Zbior, ktory nie jest

domkniety
A, A A
B B B

Optymalne trasy z punktu A do B, gdy
wiatr wieje prosto z B do A przy

dodatkowych zalozeniach opisanych obok.

Kazda z tych tras jest tak samo dobra.

*Do okreslenia tej bliskosci potrzebujemy
pojecia metryki opisanego na stronie 6.
Mozna przyja¢ metryke opisang

w punkcie 9. tamtego artykutu.

Geometria rézniczkowa

Rys. 1

Rys. 2

Wyobrazmy sobie, ze przyszto nam zeglowaé po jeziorze pod wiatr. Oczywiscie
nierozsadnie jest ustawié si¢ dziobem zagléwki w strone wiatru — wtedy na
pewno nie poplyniemy we wlasciwa strone — ale jak pokazuje teoria (i praktyka),
rozwiazaniem jest konsekwentne halsowanie (tj. zeglowanie zygzakiem) pod
odpowiednim katem do wiatru. Ten kat zalezy od wielu czynnikéw (m.in.
konstrukeji zagléwki) i nie bedziemy si¢ zajmowaé jego wyznaczeniem.
Zakladajac, ze nasza 16dz jest niesamowicie zwrotna, a my — wytrawni
zeglarze — potrafimy ja obstuzyé¢ tak, ze zwroty nie zabieraja w ogble czasu

i nie powoduja wytracania predkoéci, to optymalna trasa takiego halsowania
jest kazda z linii tamanych przedstawionych na marginesie. Czyli zakladamy,
ze zagléwka plynie stale pod ustalonym katem pod wiatr — tj. tym najlepszym
katem, ktéry pozwala najszybciej doptynaé do celu.

Tym razem ta sama zagléwka znalazta sie na rzece. Rzeka plynie w przeciwnym
kierunku niz wieje wiatr i prad pcha nas w te strone, w ktoéra chcemy poplynac.
Nurt rzeki ma to do siebie, ze na $rodku rzeki jest najsilniejszy, a im blizej
brzegéw, tym stabszy. Ponownie, zeby maksymalnie wykorzystac site wiatru,
bedziemy halsowaé. Z kolei, zeby wykorzystaé sprzyjajacy prad, bedziemy
trzymac sie jak najblizej $rodka rzeki.

Zastanoéwmy sie, jaka trasa sposrod wszystkich lamanych bedzie najlepsza.
Rzecz jasna im blizsza jest ona srodka, tym lepiej. I nic nie stoi na przeszkodzie,
zebyémy wybrali tamana znajdujaca si¢ dowolnie blisko* srodka tej rzeki.
7 drugiej strony dla kazdej tamanej trasy zawsze istnieje ,lepsza”, czyli blizsza
srodka. Ale z trzeciej strony nie moze to by¢ po prostu odcinek na érodku rzeki,
bo wtedy zagléwka w ogéle nie skorzysta z sity wiatru (tak jak przy halsowaniu
na jeziorze). Okazuje sie, ze wérdd réznych lamanych nie istnieje najlepsza
w rozwazanym sensie, tj. w zbiorze czego$ ,brakuje”; zbiér nie jest domkniety
w zbiorze wszystkich tras pomiedzy punktem A i B.

Kamila LYCZEK

Geometria rézniczkowa zajmuje sie wlasnodciami zbioréw opisanych przy
uzyciu funkcji rézniczkowalnych (zwykle wielu zmiennych). Zbiory mozna
opisywaé m.in. przy uzyciu ukladéw réwnan lub za pomoca parametryzacji.
Na przyktad uktad rownan
2 +y? + 22 =4,

{y2+(z—1)2=1
opisuje w tréjwymiarowej przestrzeni R? czesé wspélna sfery o promieniu 2
z walcem obrotowym o promieniu przekroju 1. Ta cze$¢ wspdlna jest linig
o ksztalcie 6semki krzyzujacej sie ze soba w punkcie, w ktérym walec jest
styczny do sfery (rys. 1). Zbadajmy, jak wyglada ta ésemka (jest to tzw. krzywa
Vivianiego) w okolicy tego skrzyzowania. W tym celu opiszmy ja parametrycznie
jako droge przebyta przez punkt o wspélrzednych

p(t) = (2sint,sin2¢, 1 + cos 2t),t € R.

Dwa kolejne przejscia przez wierzchotek nastepuja dla t = 0 oraz dla t = 7.
Rozpatrzmy wektor predkosci

p'(t) = [2cost, 2 cos 2t, —2 sin 2t]
poruszajacego sie punktu w chwili ¢. Poniewaz p’(0) = [2,2,0] i p/(7) = [-2,2,0],
widzimy, ze wedrujacy po 6semce punkt przechodzi przez wierzchotek pod katem
/4 do osi walca, raz z jednej, raz z drugiej strony; zatem ésemka krzyzuje sie
ze soba w wierzchotku pod katem prostym. Czytelniku, sprobuj obliczy¢ kat
przecigcia w dsemce wyznaczonej przez walec o innym promieniu.

Pochodna parametryzacji p’(t) jest wektorem predkosci, druga pochodna p”(¥)
to wektor przyspieszenia. W sytuacji, gdy punkt porusza sie wzdtuz krzywej

z szybkodcig réwna 1 (czyli dlugosé wektora p'(t) jest réwna 1), punkt nie
zwalnia i nie przyspiesza, wiec jego wektor przyspieszenia p”(t) jest prostopadly
do wektora predkosci i opisuje zmiang jego kierunku (rys. 2). Diugosé wektora
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Rys. 3

Rys. 4

przyspieszenia nazywa sie wtedy krzywizng danej krzywej w punkcie p(t).
Im ta dlugo$¢ jest wicksza, tym ostrzej krzywa zakreca. Linia prosta ma

w kazdym punkcie zerows krzywizne, a okrag ma w kazdym punkcie krzywizne
réwna odwrotnosci promienia.

Rozpatrzmy teraz powierzchni¢ M w przestrzeni tréjwymiarowej R3

i punkt m na niej oraz wybierzmy wektor N prostopadly do M w punkcie m.
Dysponujac pojeciem krzywizny krzywej, mozemy zdefiniowaé krzywizne
powierzchni. Mianowicie, mozemy rozpatrzy¢ wszystkie przekroje powierzchni M
plaszczyznami zawierajacymi punkt m i wektor N. Dla kazdego z tych
przekrojéw mozemy obliczy¢ jego krzywizne w punkcie m oraz przypisac jej
znak plus, jesli jej wektor przyspieszenia jest skierowany zgodnie z N, oraz
znak minus w przeciwnym przypadku (rys. 3). Okazuje sie, ze gdy bedziemy
obracaé plaszczyzne przekroju wokél wektora NV, to krzywizna przekroju
bedzie si¢ zmienia¢ miedzy dwiema skrajnymi wartosciami (nosza one nazwe
krzywizn gtéwnych). Tloczyn tych dwéch krzywizn nazywa si¢ krzywizng
Gaussa powierzchni w punkcie m. Na przyklad krzywizna Gaussa walca

w dowolnym punkcie jest réwna 0, a krzywizna sfery o promieniu r jest

réwna 1/r?. Krzywizna Gaussa ma ciekawa wlasnosé (udowodniong przez
Carla Gaussa): nie zmienia swojej wartosci przy przeksztalceniu powierzchni
zachowujacym dlugosci krzywych lezacych na tej powierzchni. Oznacza to na
przyklad, ze sfery (po rozcieciu) nie da si¢ bez zmiany odleglodci przeksztalcié
na kawatek plaszczyzny. Carl Gauss byl tak dumny ze swojego twierdzenia, ze
nadal mu nazwe theorema egregium (twierdzenie chwalebne).

Do opisu krzywych wystarcza jeden parametr, do opisu powierzchni potrzeba
dwoéch parametrow. Na przyktad polozenie punktu na sferze o srodku

w punkcie (0,0,0) i promieniu r mozna opisaé¢ parametrycznie za pomoca
dwdéch parametréw (dlugosci geograficznej ¢ i szerokosci geograficznej 0,
wzorem p(¢, 0) = (r cos 6 cos ¢, r cos fsin ¢, rsin 0)), jednak zadnemu z biegunéw
(0,0,7) oraz (0,0, —r) nie da si¢ przypisaé¢ jednoznacznie pary wspoélrzednych.
Mozna sparametryzowaé sfere bez jednego punktu za pomoca tzw. rzutu
stereograficznego (w biegunie (0,0, r) zapalamy zaréwke, a kazdy punkt sfery
rzuca ciefl na plaszczyzne styczna do sfery w przeciwnym biegunie (0,0, —r),
rys. 4). Calej sfery jedna parametryzacja objaé sie nie da.

Uogélnieniem krzywych i powierzchni sa rozmaitosci rézniczkowe dowolnego
wymiaru, ktore lokalnie wygladaja jak przestrzen R™, ale nie musza by¢ zawarte
w zadnej konkretnej przestrzeni R”. Rozmaitosé rézniczkowa wymiaru n
to zbiér pokryty podzbiorami Uj, z ktérych kazdy posiada parametryzacje

fi : V; = U; za pomoca funkcji rézniczkowalnej n zmiennych okreélong na
otwartym podzbiorze V; przestrzeni R™ (rys. 5). Przy tym parametryzacje
nachodzacych na siebie podzbioréw U;, U; powinny by¢ zgodne w tym sensie,

ze przeksztalcenie f; ' o f; f;l(Ui NU;) — fi(U; N U;) jest zadane funkcjami
rézniczkowalnymi. Na przyktad dla sfery S mozna jako kawaltki U; wybrac¢ szes¢
polsfer opisanych nieréwnosciami

Uy ={(z,y,2) € S:z >0}, Us ={(z,y,2) € S:x <0},

Us ={(z,y,2z) € S:y >0}, Uy ={(z,y,2) € S:y <0},

Us ={(z,y,2) € S:z >0}, Us = {(z,y,2) € S: 2z <0},
a jako ich parametryzacje przyjaé rzuty wzdtuz odpowiednich osi, np.

f:Vi={(y,2) eR*: 2 + 22 <1’} - U
okresli¢ wzorem
Ny, 2) = (V2 —y? = 2% y,2).
Roéwnie dobrze mozna uzy¢ dwédch parametryzacji sferycznych lub dwoch rzutéw
stereograficznych. Takie podejscie daje szersze mozliwosci. Na przyklad za
pomocy powyzszej konstrukeji zastosowanej do trzech podzbioréw U; mozna
opisaé plaszczyzne rzutowa, ktéra nie jest powierzchnia orientowalng (zawiera
wstege Mobiusa).
Jerzy KONARSKI



