O egzotycznych kontinuach pisal w Agl
Jerzy Mioduszewski: Z geometrii
glebokiego interioru: kontinua
nierozkladalne.

Jezeli f(B) C S, to réwniez f(BUS) C S (f(S) nie moze wtedy zawieraé sie

w zbiorze B, bo f jest ciagle). Poniewaz zbiér B U S jest zwarty, wiec zbiér
f(BUS) C S jest punktem albo domknietym lukiem skoniczonej dlugosci

J C 8. Jezeli f(BUS) jest punktem, to jest to punkt staly przeksztalcenia f.
W przeciwnym przypadku f: J — J, a to przeksztalcenie ma punkt staly. Zatem
continuum B U S ma wtasnosé punktu statego.

Opisane zagadnienia prowadza do wielu otwartych pytan. Jedno
z najwazniejszych, postawione okoto 1930 r., jest nastepujace:

Problem. Czy kazde continuum, ktére nie rozcina plaszczyzny, ma wiasnosé
punktu statego?

Niestety, nie znamy na nie odpowiedzi. Jednym z powoddéw takiego stanu rzeczy
jest niezwykle bogaty i réznorodny ogrod anomalii jaki stanowiag continua.
Przyktadem niech bedzie pytanie: czy na plaszczyznie istnieja linie bedace
wspOlnym brzegiem trzech (lub wiecej) obszaréw? Odpowiedz podal Brouwer

w 1910 roku, budujac na plaszczyznie dla kazdego naturalnego n > 3 wspdlne
brzegi n obszaréw. Sprébuj i Ty!

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Stosunkowo latwo jest skonstruowad
odpowiednie rzuty obiektéw
czterowymiarowych w przestrzen
tréjwymiarowa. Analogia takiej idei jest
rysowanie rzutu sze$cianu na plaskiej
kartce papieru.

Odleglto$é¢ punktu = = (x1,...,zy,) od
y = (Y1,--.,Yn) W przestrzeni
n-wymiarowej to liczba

d(z,y) = /Z(zk — k)2
k=1

Wzér ten jest konsekwencjg twierdzenia
Pitagorasa.

Jesli okrag opisany jest réwnaniem
2 +y? =1, to znajac r, wiemy, ze

y=+v1—x2luby=—v1—a2.

Anomalie kul i kostek Karol GRYSZKA*

Kwadrat i kolo maja swoje naturalne odpowiedniki tréjwymiarowe (szescian

i kula), czterowymiarowe, pieciowymiarowe i dowolnie wymiarowe. Piszac
»dowolny wymiar”, mamy na my$li wiecej osi uktadu, czyli tez wspélrzednych
opisujacych obiekt. Wyobrazmy sobie mianowicie przestrzen tréjwymiarowa
(co nie jest specjalnie trudne). Kazdy punkt takiej przestrzeni mozna opisaé

za pomocy zestawu trzech wspélrzednych (z,y, z). Gdy opisujemy polozenie
punktu na plaszczyznie, myslimy zwykle o uktadzie kartezjanskim i parze
wspélrzednych (z,y). Opisujac punkt na prostej, uzywamy tylko jednej liczby.
Gdy za$ chcemy opisaé przestrzen czterowymiarowa, lub ogélniej n-wymiarowa,
uzywamy zestawu n liczb (x1,...,z,).

Potrzeba uzywania wiecej niz trzech wspélrzednych nie jest specjalnie
wydumana. Wyobrazmy sobie, ze chcemy opisa¢ temperature w pomieszczeniu.
Chcac by¢ absolutnie precyzyjnym, powinnismy wskazaé, jaka temperatura
panuje w kazdym jego punkcie (inna bedzie nad kaloryferem, a inna w rogu
pokoju). Czyli mamy (x1,z2,x3,T"), gdzie pierwsze trzy liczby to wspdlrzedne
punktu, a czwarta to temperatura. Chcac opisaé¢ temperature w pomieszczeniu
w ciagu np. tygodnia, postuzymy sie piecioma wspdlrzednymi (z1, 2, 23,7, 1),
gdzie ostatnia wskazuje czas dokonywania pomiaru temperatury.

I cho¢ opis takich wielowymiarowych przestrzeni nie sprawia zadnej trudnoéci
od strony formalnej, to nie mozna ,zobaczyé¢” przestrzeni czterowymiarowej
(i zadnej wyzej wymiarowej), gdyz nie maja one naturalnego odpowiednika.

Wréémy na chwile do nizszych wymiaréw — drugiego i trzeciego. Wspomniane na
poczatku koto i kula sa wlasciwie tym samym, tylko w réznych przestrzeniach:
sg to zbiory wszystkich punktéw przestrzeni, ktorych odlegtoéé od ustalonego
srodka jest nie wigksza od promienia R. Takie pojecie mozemy przeniesé
na dowolny wymiar. Kulg n-wymiarowq o $rodku w punkcie a = (a1, ..., an)
i promieniu R nazywamy zbiér
B"(a,R) ={z = (z1,...,%n) | d(z,a) < R},

gdzie d(z,a) to odleglo$é od a do z. Z kula wiazemy w sposéb naturalny sfere,
ktéra jest zbiorem punktéow odleglych od danego punktu dokladnie o R

S" Y a,R) = {x = (x1,...,2,) | d(x,a) = R}.
Zwrbéémy uwage na wskaznik n — 1; mimo iz sfera jest opisana w przestrzeni
n-wymiarowej, jest obiektem n — 1 wymiarowym — jedna ze wspolrzednych zawsze
daje sie wyrazi¢ jako funkcja promienia i pozostalych n — 1 wspotrzednych.
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Tesserakt inaczej nazywany jest
hiperszescianem. Na rysunku ponizej
przedstawiony tak, aby zobrazowaé jego
idealng symetrie.

Polem szescianu (obiekt trojwymiarowy)
jest objeto$é brzegu szescianu, czyli
objetos$é szesciu kwadratéw. Kwadrat jest
obiektem dwuwymiarowym, wigc objetosé
w tym przypadku interpretujemy jako
klasycznie rozumiane pole. Dla kwadratu
jego ,polem” nie jest R? (klasyczne pole),
lecz objetos$é brzegu tego kwadratu,

a wiec w tym przypadku dlugosé czterech
odcinkéw brzegowych (klasyczny obwdéd).

Krétkiego wyjasnienia wymaga Vo(R) = 1
oraz So(R) = 2. Pierwszy zbiér sklada sie
z jednego punktu, drugi zas z dwdch.
Objeto$é w przestrzeni ,,zerowymiarowej”
zlicza punkty nalezace do danego zbioru.

TR AT n=0,1,
- n-(n—2)1, n>2.

Mozna wykazaé, ze
v 1 2me 2 R%
" Vv nm n :

Asymptotyka ta wynika ze wzoru
Stirlinga

n! ~ (E) V2nrn.

e

Dtugosé d,, mozna obliczyé tak:
d, = d(0,1),

gdzie 0 = (0,...,0) oraz 1 = (1,...,1)
maja po n identycznych wspétrzednych.

Mozna zastanowi¢ si¢ przez chwile, ilu wspoétrzednych uzywamy do opisania
potozenia na Ziemi — oczywiscie, wystarcza dwie: dlugos¢ i szerokosé
geograficzna. I to mimo ze powierzchnia naszej planety jest umieszczona

w przestrzeni tréjwymiarowej, wiec naturalne jest myslenie o niej jak o obiekcie
tréjwymiarowym.

Ponizej przedstawiamy jedna z wielu mozliwoéci zdefiniowania kwadratu czy
kostki w dowolnym wymiarze. Kostkg n-wymiarowq o boku dlugo$ci 1 nazywamy
zbiér

C"={(x1,...,2p) |2 €[0,]]dlak=1,...,n}.
Powyzsze opisuje kostke, ktora ma wszystkie ,,Sciany” réwnolegle do osi ukladu
wspolrzednych i ktérej jeden z ,,rogéw” znajduje sie¢ w jego srodku. Chcac
opisa¢ przesuniecie takiej kostki o ustalony wektor, trzeba by, oczywiscie, lekko
zmodyfikowaé wzor. Troche trudniej jest opisaé kostke obrécong, ale tego na
szczescie nie bedziemy w dalszej czesci potrzebowali.

Oczywiscie, C? to klasyczny kwadrat, a C to szescian. Kostke C* nazywamy
tesseraktem — jest to czterowymiarowy odpowiednik szescianu (wiecej o nim
w Malej Delcie).

Zastanowmy sie teraz, jak interpretowac pole i objetos¢ w dowolnym
wymiarze. Postuzymy si¢ w tym celu analogia do kostek, ktére dobrze znamy.
Objetoscia obiektu jednowymiarowego jest jego dlugosé. Dwuwymiarowego

— pole, a tréjwymiarowego — klasyczna objetosé. Tym samym objetosé

kostki 1-wymiarowej o boku dlugosci R jest réwna R, 2-wymiarowej to R?,
3-wymiarowej to R3 i przez analogie n-wymiarowej R".

Powierzchni boczna n-wymiarowej bryly daje sie przedstawi¢ w przestrzeni

o wymiar nizszej niz sama bryta. W konicu siatke 3-wymiarowej kostki mozemy
przedstawi¢ na plaszczyZnie, a ,siatke” 2-wymiarowe]j kostki na prostej (beda to
cztery odcinki). Ponownie przez analogie pole powierzchni bocznej n-wymiarowej
bryly mozna interpretowaé jako objeto$é jej brzegu (n — 1-wymiarowego).

Przyjrzyjmy si¢ teraz wielkosci pola i objetosci kostek i kul jednostkowych
(o boku lub promieniu R)
objetos¢| pole

kostka n-wymiarowa C™| R" [2nR"!
kula n-wymiarowa B" | V,(R) |S,—1(R)

gdzie wzory dla kuli sa zdefiniowane rekurencyjnie (wszystko przez analogie do
kul jedno-, dwu- i tréjwymiarowych),

Sp(R) - R
n+1
Korzystajac z powyzszych wzoréw, mozna podaé wzory jawne dla pdl i objetosci
kuli n-wymiarowej. Ponizej podajemy te dla V,,(R), Czytelnikowi pozostawiajac

wyprowadzenie odpowiednich wzoréw dla sfer
k. p2k k+1_k . p2k+1
™R 28 L R
_ Vz R)= ——F7—
k! 21 (R) 2k + I

VO(R) =1, Vn+1(R) = ) SO(R) =2, Sn+1(R) = 27TVTL(R) - R.

Var(R) =

Anomalie

1. W kostke C"™ o boku dlugosci 1 wpisujemy kule B™. Jak bedzie sie

zmienial stosunek objetosci kuli do kostki, gdy wymiar n bedzie rosnac¢?

Ot6z odpowiednia proporcja dazy do. .. zera! Podobne zjawisko ma miejsce,
gdy w kule wpiszemy kostke (patrz punkt 4). W obu przypadkach mozna to
rozumie¢ w ten sposob, ze wpisywane bryly coraz ,,gorzej” wypelniaja to, w co
sa wpisywane.

2. Obliczmy dtugoéé¢ przekatnej d,, n-wymiarowej kostki C™ o boku dtugosci 1.
Znamy dobrze przypadek do = v/2 oraz dsz = /3. Nietrudno przekonaé sie, ze
d, = /n. Tym samym przekatna kostki o boku 1 moze przyjmowaé dowolnie duza
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warto$é () — tj. ro$nie nieograniczenie wraz ze wzrostem wymiaru. Ponadto,
promien kuli opisanej na tej kostce, rowny poltowie dtugosci przekatnej, rowniez
roénie bez ograniczenia. I wreszcie — maksymalna luka miedzy powierzchnia kuli
. . . Y R . .y .
opisanej na kostce i ta kostka, wynosi ¥-5—, i réwniez moze przyja¢ dowolnie
duza warto$é. Tym samym mozna w luke miedzy kostka i powierzchnig kuli
wpisaé kule o Srednicy \/?;71. W wymiarze n = 10201 odpowiednia kula bedzie

miala Srednice 50 razy wigksza od dlugosci boku kostki.

3. Punkty 1. oraz 2. wskazuja, ze wraz ze wzrostem wymiaru roénie ilos¢
przestrzeni miedzy brylami. Rozwazmy tym razem sytuacje analogiczna do
przedstawionej na rysunku obok, tyle ze n-wymiarowa. Niech r bedzie szukanym
promieniem matej kuli. Wtedy

L V-l
242y

Granica powyzszego wyrazenia jest % Oznacza to, ze Srednica opisanej przed
chwilg kuli bedzie coraz lepiej wypelniata przestrzen w jednej z 2" identycznych
kostek, na jakie wyjsciowa kostke daje sie podzielié¢ ($rednica bedzie coraz blizsza
dlugosci boku takiej kostki).

4. Cos prostszego: z punktu 2. wynika, ze kostka jest coraz mniejsza w stosunku
do kuli, w ktora jest wpisana. Istotnie, jezeli kula n-wymiarowa o promieniu 1
jest opisana na kostce, to bok takiej kostki ma dlugosc¢ % Tym samym
objetos¢ takiej kostki maleje wraz ze wzrostem wymiaru i moze byé¢ dowolnie
bliska zeru.

5. Jesli w n-wymiarowsa kostke o boku 1 wpiszemy 2™ kul o Srednicach %, to

kula styczna do wszystkich kul bedzie miata promien rowny ‘/72_1. I tak, na
przyklad, w wymiarze n = 9 kula bedzie jednoczesnie kula wpisana w kostke

i styczna do 512 naroznych kul (1), a w wymiarach od 10 wzwyz taka kula
bedzie ,wystawala” poza kostke (wszystkie rogi kostki sg zawsze na zewnatrz
kuli)! Ponadto, jej promiet moze byé¢ dowolnie duzy (wystarczy dobraé
odpowiednie n), ale jest jednocze$nie od géry ograniczona przez polowe dlugosci
przekatnej kostki @ Tym samym powierzchnia takiej kuli nigdy nie ,wyjdzie”
catkowicie poza kostke! A w takim razie to ta cze$é ,wystajaca” poza kostke ma

objetosé rosnaca do +o0o. Czy ktos potrafi to sobie wyobrazi¢?
Anomalia dla bardziej zaawansowanych

6. Na koniec rzecz niezwykla. Gdy spojrzymy na pole kota i potraktujemy to
wyrazenie jako funkcje zmiennej R, to
d 2
a wiec pochodna pola kola jest obwdd okregu (dlugo$é brzegu kota). Podobne
zjawisko ma miejsce dla objetosci kuli i pola sfery (pola brzegu kuli)
d (4 4 9
— | =7R’ ) =4nR".
i (57%)
Czy to przypadek, czy reguta? Otz jest to zalezno$é prawdziwa w dowolnym
wymiarze! Liczby V,, oraz S,, laczy nastepujacy zwiazek
d
Nie jestedmy w stanie wyobrazié¢ sobie wigkszosci (lub wszystkich) z powyzszych
punktow. Intuicja wielowymiarowa catkowicie nas zawodzi i nie jest mozliwe
racjonalne przekonanie kogos, ze kula opisana w punkcie 5. moze ,,wystawac”
poza szescian. Przeczy to catkowicie zdrowemu rozsadkowi, ale... Pamietajmy,
ze w matematyce nie wszystko jest intuicyjne i zgodne z oczekiwaniami.
Powyzsze przyktady pokazuja, jak ostroznym nalezy by¢. Czytelnikéw wiernych
zasadzie ,nie uwierze, poki nie zobacze” prosimy o wybaczenie. I o wigcej ufnosci
w rozumowania czysto analityczne.
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