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Mozna rozwazaé sytuacje jeszcze ogdlniejsze,
w ktorych wektory mnozy sig¢ przez liczby
respolone (por. artykul J. Kijowskiego).
Wiarunek (2) zastgpuje sie wtedy warunkiem

(2) (%, ¥) = (v, %)
(kreska jest symbolem sprzezenia liczby
zespolonej).

Np. na plaszceyinic ¢; = (1,0) jest wersorem
pierwszej 0si, a e; = (0, 1) — wersorem
drugicj osi. Zatem jesli x = (x;, x;)
iy=ur)tox=x-e;+x3°€,y =

= y; * ey + ¥ ex. Z wlasnosei iloczynu
skalarnego wynika, ic

(%, ¥) = xy 3 (eg, e )+ xpyaley, ex)+
+xzpg(es, e ) +xyp:(03,0;3) = X0 4+ X3y
bo (e,,e,) = 1 = (e3,e3) oraz (e;,e;) = 0
{bo s3 prostopadie).

L 1
Przyklad: niech (x, ¥) ~TF (g =220 —y2)+

1
+T ey + 23 )00y +01a)

1
Weedy [[xi[* = - (u=xa)i+ g (5 +

|
9

+x3)?, skad wynika, e np.,,kula jednostkowa'",

czyli {x:]|x]] = 1} bedzie elipsa

o dhugosciach polosi 1 i ;— , ktorej dhuisza

os lety na prostej x;, = x;.

Mgr Krzysztof NOWINSKI

Jednym z podstawowych wzorow trygonometrycznych jest rwierdzenie kosinusow podajace
zalezno$¢ miedzy bokami trojkata a jednym z jego katow:

¢* = a*+b*—2abcosC.
Na formule¢ te mozna patrzec jako na uogoOlnienie twierdzenia Pitagorasa (do ktorego
sprowadza sig, gdy kat C jest prosty, czyli cosC = 0).

Dla blizszego zbadania geometrycznego i algebraicznego sensu twierdzenia kosinusow
uzyteczny jest zapis wektorowy, w ktorym boki trojkata beda reprezentowane przez wektory ab i
a—b.
Oznaczajac jak zwykle przez |a| dlugosé wektora a otrzymamy wzor:
la—b|* = |a|*+|b|*—2|a] |bjcos ¥ (a, b).
Nazwijmy wyrazenie |a| |b| cos ¥ (a, b) iloczynem skalarnym wektordw a i b, oznaczmy je
w skrocie symbolem (a, b) i zbadajmy pewne szczegélne wiasnosci tej funkcji.
Latwo sprawdzi¢, kladac we wzorze kosinuséw a = b, ze
0) (a,a)

co pozwala przepisa¢ ten wzor w postaci

lal2.

Il

(a—b,a—b) = (a,a)+ (b, b)—2(a, b),
4 to zaczyna przypominac wzor na kwadrat roznicy. Nieco blizsze sprawdzenie przekona nas,
7e wyrazenie (a, b) ma wiele formalnych cech iloczynu (mowimy, ze jest dwuliniowe),
mianowicie:
(1) (a,b+c) = (a,b)+(a, ),
(2) (a,b) = (b,a)
oraz gdy 4 jest liczba rzeczywista, 1o
(3) (Aa, b) = Ala, b).
Ponadto z rownosci (0) wynika, Ze
(4) (a,a) = 01i (a,a) =0<2a =0,
a wyrazenie ]/"Ea, a-) jest dlugoscia wektora a.

Wynika stad dalej, ze odleglos$¢ euklidesowa koncow weklorow a i b zaczepionych we wspolnym
poczatku (nazywamy ja odlegloscig tych wektorow) wyraza si¢ wzorem

o(a, b) = }/(a—b,a—b).
Znajac wlasnosci (0)— (3) i wiedzac, ze wersory (wektory kierunkowe) osi ukladu

wspolrzednych w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej sa prostopadle | maja dlugosc 1, mozemy
rowniez wyprowadzi¢ wzor analityczny na iloczyn skalarny:

n
X, ¥) = x, 01+ ... +X¥)n = 2 XiVis
1

gdzie x = (x;, ..., xa), ¥ = (), ..., ¥a) w danym ukladzie wspolrzednych.

Zastanowmy sig, co by bylo, gdybysmy zaczeli rozwazaé |, uogolniony iloczyn skalarny”, tzn.
dowolna funkcj¢ (x, y) przyporzadkowujaca parom wektorow liczby i spelniajacg warunki
(1)—(4). Okaze sie, ze taki iloczyn analitycznie bedzie sie wyrazal wzorem

n

(x,y) = E ai X Y1
iji=1

(Uktad liczb a,; bedzie spelniat pewne warunki, z ktorych jeden: a;y = a:y wynika bezposrednio
z wzoru (2), a inne sa nieco bardziej skomplikowane. Geometrycznie sprowadzajg si¢ one
do tego, ze wszystkie kule musza by¢ podobnymi elipsoidami). Powstaje pytanie, co wlasciwie
uzyskujemy wprowadzajac takg funkcje. Odpowiedz jest nieco zaskakujgca : uzyskujemy
mianowicie ,,calo$¢” geometrii euklidesowej. Mozemy bowiem przy pomocy takiej funkcji
okreslic:
— nowg dlugo$¢ wektora wzorem

' . dE

[Ixi| =¥ (x, x),

(a wiec i pewna nowa metryke, dlaczego?):
— nowy kosinus kata miedzy wektorami — wzorem

xl )
cos ¥ (x, y)_d—f. - (_1 =
Hx|] - [lyll

{a wiec kat wypukly miedzy wektorami x, y):

— nowa prostopadto$é wektorow, (tym samym rowniez prostych, plaszczyzn itp) — mowige,
Zze x | y wtedy i tylko wtedy, gdy (x, y) = 0.



lal=g(c,B) la-bl=g(A,B)

Mamy: gid, O) = a0, B) = |, p{A4, B)

= |}— [_—I +| '_--ﬂi=|"2.
¥2 ¥2

Zatem wzdr kosinusow jest nasigpujjcy:

(¥2) = 124 2= 2.1.1.cosa.

Stgd 2cosx = 0, & = .2/2. Analogicznie dla x'.

Dia § mamy (B, B') = | 2, stgd rowniez

cosfi = 0!

O innych zastosowaniach pisze J. Kijowski
W lym numerze.

Tu mozna by wysuna¢ jedno zastrzeZenie: przeciez jezeli mamy np. na plaszczyznie dowolna
metryke (a wiele przykladow roznych metryk na plaszczyznie podaje np. M. Moszyriska

w artykule o przestrzeniach metrycznych, Delta 1/1975), to wypisany na poczatku wzor
kosinusow, w ktorym liczby a, b i ¢ traktujemy jako znane odleglosci trzech danych punktow,
pozwala bezposérednio wyznaczy¢ kosinus kgta migdzy bokami o dlugoéciach a i b.

Takie podejscie nie prowadzi na ogdl niestety do pozytywnych rezultatow. Przy pewnych
metrykach przestaje bowiem by¢ prawdziwe twierdzenie, 7e dwa wektory prostopadle do trzeciego
sq rownolegle. Na przyklad na plaszczyZnie z metryka okreslong wzorem

o(X, ¥) = lx;— i+ lx2—y,!
1 1 1 —1
wektory (I = ﬁ '7-5) oraz(l ~ l7-5-:.. ﬁ) bylyby przy takiej definicji kata

prostopadie, a jednoczesnie kazdy z nich bylby prostopadly do wektora (1, 0)! Szkic dowodu — obok.
Istnieje jednak pewne bardzo proste kryterium geometryczne pozwalajgce odrozniaé metryki
dajace si¢ okresli¢ za pomoca pewnego iloczynu skalarnego od innych metryk. Zachodzi
mianowicie

Twierdzenie. Jezeli w danej metryce kazde dwie kule sa (w metryce euklidesowej) jednokladnymi
elipsoidami, a kule o rownych promieniach sa przystajace, to istnieje iloczyn skalarny (x, y)
wyznaczajacy t¢ metryke.

Mamy wigc sposob pozwalajacy na odrozZnianie metryk ,,dobrych™, czyli takich, ktore mozna
traktowac jako fragment pelnej geometrii euklidesowej, od metryk ,.przypadkowych”.

Zauwazmy teraz, e w warunkach, ktére powinien spelnia¢ nasz iloczyn skalarny, wystepowaio
jedynie dodawanie wektorow i ich mnozenie przez stale. Latwo zauwazyé, ze plaszczyzna

i przestrzen trojwymiarowa nie s jedynymi zbiorami, w ktorych rozwaza si¢ operacje tego typu.
Dzialanie dodawania i mnozenia przez liczbe wprowadza sie migdzy innymi w zbiorach funkcji
okreslonych na pewnym ustalonym zbiorze.

Dla przykladu wezmy pod uwage zbior wszystkich funkcji okre§lonych i ciaglych na przedziale
<0, 27> i przyjmujacych t¢ samg wartos¢ na koncach przedzialu (f(0) = f(27)).

Powstaje naturalne pytanie: czy mozna tak rozszerzyé pojecie iloczynu skalarnego, by
obejmowalo ono réwniez przypadek takich funkcji? Okazuje sie, ze wyrazenie

2
() = [ f(xe(x)dx

0
przyporzadkowuje parom funkgji liczby w taki sposob, Ze spelnione sg wszystkie warunki (1)— (4),
a wiec (f, g) mozna nazwac iloczynem skalarnym funkcji /i g.

Sprawdzenie, ze rzeczywiscie warunki te sa spelnione, jest do$¢ zmudne rachunkowo i pominiemy
je tutaj. Wazna dla nas jest konsekwencja tego faktu: w przestrzeni funkcji ciaglych na przedziale
£0, 2z > mozZna uprawiac ,,geometri¢ euklidesowa". Teraz latwo juz sobie wyobrazi¢, Ze istnieje
wiele przestrzeni, w ktorych mozna wprowadzac iloczyn skalarny. Nazywa sig¢ je przestrzeniami
unitarnymi lub — jesli spetniaja pewne dodatkowe warunki — przestrzeniami Hilberta.

Spoérod wielu zastosowan tej ,,geometrii cuklidesowej” wymienimy jedno o powaznych
konsekwencjach dla analizy matematycznej:

Twierdzenie. W zdefiniowanej powyzej przestrzeni funkcji ciaglych z iloczynem skalarnym
okreslonym wzorem (*) funkcje cosnx i sinna oraz funkcja stata (n € V) sa parami wzajemnie
prostopadle.

Dowaod tego faktu oraz jego konsekwencie, z ktdrych m.in. wynika, ze mozna ten uklad funkcji
traktowac jako swego rodzaju ,,uklad wspotrzednych” w rozwazanej przestrzeni, znajdzie
Czytelnik w artykule W. Szlenka o szeregach Fouriera (Delta 4/1976).

Zadanie. Obliczy¢ dlugos¢ bokéw i katy trojkata o wierzchotkach 1, x, x* w przestrzeni funkcji
cigglych na przedziale <0, 1> z iloczynem skalarnym

1
(f8) = | f(x) g0dx.
0



