Jak sie bawili
Wasi dziadkowie

Rys. 1

M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere
Geometrie, 1882.

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie,
1899.

A. Tarski, What is elementary
geometry?, praca napisana w latach

40. XX wieku, wielokrotnie ulepszana,
cytowana przed opublikowaniem

i ostatecznie opublikowana w 1959 roku.

Majacy stycznoéé z podstawami geometrii
zdziwig sie zapewne, ze oznaczam tu
punkty wielkimi literami, choé praktyka

i prace z tej dyscypliny kaza oznaczaé je —
jako elementy uniwersum — literami
malymi. Czynie tak ze wzgledu

na tradycje nauczania szkolnego, gdzie
malymi literami oznacza si¢ proste.

Oczywiscie w definicji przystawania katéw
mozna zamiast matego kwantyfikatora
napisa¢ duzy, zamieniajac réwnoczesnie
ostatnia koniunkcje na implikacje.

Prézny trud Marek KORDOS

Jak wszystkim wiadomo, okolo —300 roku dyrektor Biblioteki Aleksandryjskiej
imieniem Euklides napisal dzieto, ktére jest znane pod pdzZniejszym tacinskim
tytutem Elementy. W dziele tym z nastepujacych pieciu postulatéw wyprowadzit
cala geometrie (te nauczana w szkole i zwana euklidesowa) i cala arytmetyke.

1. Od dowolnego punktu do dowolnego innego mozna poprowadzi¢ prostg.
II. Ograniczong prostqg mozna dowolnie przedtuzyc.
III. Z dowolnego srodka dowolnym promieniem mozna opisac okrqg.
IV. Wszystkie kqty proste sq rowne.
V. Jesli dwie proste na plaszczyinie tworzq z trzecig kqty jednostronne
wewnetrzne o sumie mniejszej od dwdch kgtéw prostych (rys. 1), to proste te,
po przedtuzeniu, przetng sie i to z tej wlasnie strony.

Dzielo to bylo przez tysiaclecia uznawane za wzor Scislosci rozumowania dla
wszystkich dyscyplin naukowych. Az przyszly czasy, gdy matematycy tak
doktadnie zaczeli przygladaé sie swojej dyscyplinie i tak ostre kryteria narzucili
rozumowaniom, ze trzeba bylo uznaé, iz postulaty Euklidesa mozna jedynie
traktowaé jako wzorowy zapis intuicji tego, co byé powinno. Ale tylko intuicji.

Jako pierwszy nowoczesna aksjomatyke geometrii euklidesowej, spetniajaca
wszelkie wymogi logiki matematycznej, podal w 1882 roku Moritz Pasch, ale
za naprawde dobra uznano dopiero aksjomatyke, ktora zawart David Hilbert
w dziele Podstawy geometrii, ktérego tytul stal sie¢ nazwa dyscypliny
matematycznej badajacej aksjomatyczne ujecia geometrii.

Dobra to ta aksjomatyka byla, ale, niestety, nie okazata si¢ prosta i w zadnym
razie nie nadawalta si¢ do tego, by np. uczy¢ wedtug niej w szkole. Jej pojeciami
pierwotnymi (czyli pojeciami, o ktérych traktowaly aksjomaty) byly trzy rodzaje
zmiennych (punkty, proste i plaszczyzny) oraz cztery relacje (lezenie na, lezenie
miedzy, przystawanie odcinkéw i przystawanie katéw). A aksjomatéw bylo 20,

z czego co najmniej jedna trzecia o stopniu komplikacji wiekszym niz

V postulat Euklidesa.

Powstalo pytanie, czy dla geometrii euklidesowej istnieje aksjomatyka prosta
i zrozumiala nie tylko dla profesjonalistéw. Przede wszystkim zastanowiono sie
nad doborem pojeé¢ pierwotnych.

Korekta pojec¢ pierwotnych
1. Tu najpopularniejsza okazala sie propozycja Alfreda Tarskiego zawierajaca
jeden zbiér zmiennych (uniwersum) — to punkty — i dwie relacje — lezenia miedzy
i przystawania:
(S;B,=),

gdzie napis B(ABC') oznacza, ze punkt B nalezy do odcinka AC, a napis
AB = CD - ze odcinki AB i CD sa przystajace.
Za pomocy tych poje¢ mozna zdefiniowaé wszystkie pojecia pierwotne Hilberta.
Definiujemy kolejno wspo6tliniowosé

Lr(ABC) <= B(ABC) Vv B(BCA) Vv B(CAB),
co nie budzi watpliwosci, i mamy prosta, i zbiér prostych
Plaszczyzna to przeciez symetralna odcinka, wiec definiujemy

Pp(AB) :={C: AC =CB} Pr:={Pp(AB): A+ B}.
Hilbertowskie leZenie na to teraz zwykte nalezenie i do zdefiniowania pozostaje
tylko przystawanie katéw (k, [, m, n to proste) — wykorzystujemy tu II ceche
przystawania, trojkatow:
kl =1 mn < JABCA'B'C' : (A4 B#CANA, BekAB,CelAN

NA'#B #£C'NA, B emAB,C"enhNABC = A'B'C’),

gdzie ABC = A’B'C' to AB=A'B'ANBC=BC'NCA=C'A".
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Rys. 4

W przestrzeni tréjwymiarowej relacje
Pieriego mozna zdefiniowaé za pomoca
relacji tréjkata réwnobocznego, co

na plaszczyznie jest niemozliwe.

E
Rys. 5
B
A
D
C
Rys. 6

Réznica miedzy pomystem Tarskiego

a realizacja Jaskowskiego polega na tym,
ze Jaskowski rozwaza kule z brzegiem,

a Tarski bez brzegu (co komplikuje
definicje punktow).

2. 7 uktadu pojeé pierwotnych Tarskiego mozna usunaé lezenie miedzy,
otrzymujac system
(=),

poprzez nastepujace trzy definicje:
— wspotliniowosci

L=(ABC) <= A= BVVDD': (DA= AD'ADB = BD' = DC =CD)
(C lezy na kazdej plaszczyZnie przechodzacej przez A i B — poréwnaj definicje
plaszczyzny w systemie Tarskiego);
— kata prostego (rys. 2)

1_(ABC) <= A=BV3A : (A# A NAB=BA NAC = CA' AN L=(ABA"));

— 10 i lezenia miedzy (rys. 3)

B_(ABC) <= L_(ABC) A 3B’ : (1=(ABB') A 1=(B'BC) A 1_(AB'C)).

3. Mario Pieri juz w 1903 roku zauwazyl, ze relacja przystawania moze byé
zubozona — jego relacja P(ABC) oznaczala, ze trojkat ABC' jest réwnoramienny
(AB = BC). Dowdd wystarczalnosci systemu
(S;P),

jest prosty, bo — jak latwo sprawdzi¢ — poprzednio relacje L, 11 B
zdefiniowalidémy de facto za pomoca relacji P. Pozostaje do zdefiniowania pelne
przystawanie, co mozna zrobi¢ w dwdch krokach:
najpierw $rodek odcinka
L Mp(ABC) <= B(ABC) AP(ABC),
ijuz (rys. 4)

AB=CD <= 3EE': (Mp(AEC) AMp(BEE') A P(E'CD)).

4. W latach 40. Frederick Jenks (i dziesieé¢ lat pézniej Dana Scott) zajal sie
wymieniong juz relacja kata prostego, 1. Okazuje sie, ze system
(S;4)
tez wystarcza do opisania geometrii — przejécie do systemu Pieriego to najpierw
definicja $rodka (rys. 5)
M;(ABC) < 3DE : ({(ABD) A1(ABE) A 1(CBD) A J(CBE) A
ANJ(ADC) AN I(DCE) ANJ(CEA) AN I(EAD),
skad od razu (rys. 6)
P;(ABC) <= 3D : (Mj(ADC) A J(ADB)).

Kazdy z wymienionych (i wiele innych) ukladéw pojeé¢ pierwotnych zostal
wyposazony w uklad aksjomatéw prowadzacy do geometrii euklidesowe;j.
Wszystkie one sa doéé okropne (do czego jeszcze wrdce), a w kazdym razie zaden
nie zostal zaakceptowany do uzytku powszechnego, a wspomniana popularnosé
systemu Tarskiego ma swoje zrédlto w tym, ze najlatwiej przed sadem
udowodnié, ze jest zrozumialy i poprawny pod kazdym wzgledem (daje nawet
teorig¢ rozstrzygalna, ale to juz zaleta wylacznie dla zawodowcéw).

Fakt, ze najstarsza z teorii matematycznych, powszechnie nauczana w szkole,
nie ma zadowalajacej aksjomatyki, podczas gdy inne teorie maja (i to piekne, jak
teoria grup czy geometria rzutowa), budzil wiele emocji. Byli i tacy, ktérzy
sadzili, iz jesteSmy ofiarami zaproponowanego przez Grekéw zestawu pojeé
opartego o wydumany i nierealizowalny obiekt, jakim jest punkt.
Mtody Tarski w 1929 roku zaproponowatl, by geometrie opisaé¢ jako zbiér kul
z jedng tylko relacja zawierania (nazwal to geometria naturalna). Przedstawiam
ten pomyst w wersji Stanistawa Jaskowskiego z 1949 roku. Kule oznaczane beda
literami gotyckimi.
Punkty zdefiniowaé¢ bardzo tatwo — to najmniejsze kule:
S:={a:¥6(bCa=b=aqa)}.
Dalej punkty w tym systemie bede oznaczal duzymi literami tacinskimi,
jak poprzednio. Definiujemy kolejno stycznos$é¢ kul
a0 b« TJc(cCa,b),

fakt, ze punkt lezy na powierzchni kuli

AQa+= A0DanT (A0 anb#A)

(a wiec jest punktem stycznosci dwdch kul),
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Rys. 7

F. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegrieff, 1959.

@

Rozwigzanie zadania F 871.

Granice wysokosci géry wyznacza
wytrzymalosé jej dolnych warstw. Jezeli
ci$nienie gérnych warstw wystarczy

do zerwania sztywnosci wiazan, to dolne
warstwy zaczng sie ,rozplywac”, co
spowoduje ,opadanie” wierzchotka géry.
Oszacujmy, przy jakiej wysokosci h
zmniejszenie energii potencjalnej skat

na skutek obnizenia $rodka ciezkosci o Ah
przewyzszy energie potrzebng do stopienia
dolnej warstwy skal o gestoéci p,

grubosci Ah i polu powierzchni S. Zmiana
energii potencjalnej wyniesie hSgpAh.
Energia potrzebna do stopienia warstwy
wynosi LSpAh. Otrzymujemy stad
warunek ,stopienia podstawy”:

hSgpAh > LSpAh,
a wiec najwiekszg mozliwg wysokosciag
jest h = L /g, co dla podanych wartosci L

daje warto§é w granicach od 12,8 km
do 23,6 km.

wskazujemy kule o danej érednicy
AOB=c<= A, BOcA~(Fabd (ACarB cbAraQOOcCObAD CaAd C b))
(to, czego zabrania zanegowany nawias, jest przedstawione na rysunku 7),
a stad juz blisko do definicji kata prostego
1(ABC) <= B (A O),
jako kata wpisanego opartego na Srednicy.

Ale i ten pomyst, mimo oczywistej prostoty i naturalnosci, rozsadna aksjomatyka
nie zaowocowat.

Inne drogi

Wspomniany juz Frederick Jenks miat tez inny pomyst, by aksjomatyzowaé

nie obiekty, lecz ruch. Jesli to skrzyzowaé ze starym hastem Leibniza, by

w geometrii rachowaé¢ na obiektach geometrycznych, i z koncepcja

Juhassona Hjelmsleva, by byt to rachunek symetrii, to otrzymamy konsekwentnie
doprowadzona do konica prace Friedricha Bachmanna, ktéra opisatem w Delcie
6/2013. Ta propozycja, nieco ,zlagodzona”, jest obecna w szkolach niemieckich,
a polski czytelnik moze to obejrzeé, ogladajac dzial geometrii w wydanym przez
Proszynskiego Atlasie matematyksi.

No wlasnie, co z ta szkola? Kiedy wraz z kolegami uruchomiliémy w 1967 roku
klasy matematyczne w warszawskim 6wezesnym liceum Gottwalda (dzi$
Staszica), uczyliémy geometrii na podstawie aksjomatyki Tarskiego. Céz, mlodzi
przezyli (sam uczylem tak geometrii jeszcze w dwéch ,normalnych” szkotach)

i dzisiaj wielu z nich jest zawodowymi matematykami i nosi tytuly profesorskie.
Wiec mozna, ale my oceniamy ten eksperyment jako znecanie sie nad nieletnimi.

Usprawiedliwia nas fakt, ze akurat wtedy weszla w Zycie odmioletnia szkola
podstawowa, a mtodziez w nowym liceum dostata do reki podreczniki geometrii
oparte o mato udana modyfikacje systemu niemieckiego. Zdrowy organizm
polskiej szkoly te propozycje do$¢ szybko odrzucit.

Efekt tych eksperymentéw byl taki, ze dzi§ uczy sie¢ geometrii sladowo.

Odwolujac si¢ do powazniejszych probleméw, wypada przypomnieé, ze w latach
szestdziesiatych w polskiej matematyce odbyta si¢ rewolucja bourbakistowska,
czyli zmiana generalnego nurtu z opartego na aksjomatach i analogiach z fizyka
na oparty o teori¢ kategorii, a wigc traktujacy matematyke jako nauke

o obiektach i ich przeksztatceniach. To tez zaowocowalo propozycjami dla szkoty,
z czym zetknalem sie osobiscie, majac za temat pracy magisterskiej adaptowanie
na polski grunt koncepcji nauczania geometrii Gustave’a Choqueta. Koledzy

z Krakowa w swoich klasach matematycznych nauczali po bourbakistowsku

(co zreszta — jak wspominaja — wywolalo zgroze wizytujacych ich
Francuzéw-bourbakistéw) — mlodziez przezyla i to.

* ok %

Rozsadnej odpowiedzi na pytanie, dlaczego geometria euklidesowa, przeciez tak
nam bliska, ktérej zawdzieczamy — przez fakt, ze jako jedyna dopuszcza
zmieniajace skale podobienstwa — rozkwit naszej cywilizacji, nie ma prostej,
nadajacej sie do nauczania aksjomatyki, nie potrafimy udzieli¢. Co wiecej,

po dwudziestowiecznym wzmozeniu badan nad ta kwestia dzi§ pogodziliSmy sie
z tak wygladajaca rzeczywistoscia.

Dzi$ dla wigkszosci (réwniez dla zawodowych matematykéw) geometria
euklidesowa to badanie zbioru R”, w ktorym odlegtosé dana jest wzorem

1PQI= V(1 —q1)* + -+ (pn — an)*
Podobnie opisuje si¢ tez inne geometrie.

A ta geometria, ktora wszyscy podziwiali jeszcze piecdziesiat lat temu, staje sie
dyscypling, ktorej percepcja podobna jest do sposobu, w jaki ogladaja dzieta
plastyczne historycy sztuki. I ktéra przez swoich artystéw jest ciagle jeszcze

tu i éwdzie uprawiana.
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