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Fakt 1. Dla punktéow X1,..., X,

z masami odpowiednio mi, ..., My

0 niezerowej sumie, istnieje dokladnie
jeden Srodek ciezkosci

S=58X1,...,Xn)=
= S((Xl’ml)’ EER ) (Xn,mn))

i jedynie on spelnia warunek
—

my-SX1+...+m, - -SX, =0.
W szczegdlnosci S to jedyny taki punkt
na prostej X1 X2, Ze
X158 :5X5 =mz:mi.
Uwaga: ujemne masy mozna interpretowac
jako baloniki z helem.

Fakt 2. Jesli czes¢ sposrod rozwazanych
punktéw zastapié ich Srodkiem ciezkoSci
z masq réwng sumie ich mas, to Srodek
ciezkosci calego ukladu nie zmieni sie.

Rys. 1

Rys. 3. Zadanie i rozwigzanie pochodza
z obozu LXI Olimpiady Matematycznej.

Zadanie 7 to twierdzenie van Aubela.
Inny dowdd opisano w deltoidzie 3/2011.

Srodek ciezkosci II Joanna JASZUNSKA

Tematem poprzedniego deltoidu byl érodek ciezkosci i zwiazane z nim zadania.
W tym numerze pora na zastosowania srodka ciezko$ci w problemach pozornie
z nim niezwigzanych. Na marginesie przypominamy podstawowe fakty.

1. Udowodnij, ze w dowolnym czworoscianie odcinki taczace srodki przeciwlegtych
krawedzi przecinaja sie w jednym punkcie.

2. Na bokach AD i BC czworokata wypuklego ABCD wybrano takie punkty
K, L,7e AK : KD =CL: LB. Wykaz, ze érodki P,Q, R odcinkéw AC, BD, KL
sa wspolliniowe (rys. 1).

3. Podstawg ostrostupa ABC DP jest réwnoleglobok ABC' D. Punkty

Pg, Po, Pp na krawedziach PB, PC, PD spelniaja warunki: PP : PgB =1 : 3,
PPe:PcC=1:4, PPp: PpD =1: 2. Plaszczyzna PgPoPp przecina
krawedZ PA w punkcie Py. Wyznacz PPy : PaA (rys. 2).

4. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, C' A, AB odpowiednio
w punktach D, E, F. Punkt M jest érodkiem boku BC, za$ odcinki AM i EF
przecinaja sie w punkcie G. Wykaz, ze proste GD i BC' sa prostopadle (rys. 3).

Rozwigzania

R1. Umied¢my w wierzchotkach czworoécianu rowne masy. Kazdy odcinek taczacy
$rodki przeciwleglych krawedzi taczy $rodek ciezkosci dwoch mas ze $rodkiem ciezkosci
pozostalych dwoch, przechodzi wiec przez srodek ciezkosci ich wszystkich. [

R2. Umie$émy w punktach A i C' masy x, a w B i D masy y takie, by
S((A,z),(D,y)) = K (da sie takie masy dobraé¢). Wtedy S((B,y), (C,z)) = L. Wobec
tego S(A,B,C,D) = S((K,z+vy),(L,z+y)) = R. Jednoczesnie S(A,C) = P oraz
S(B,D)=Q, wiec R=S(A,B,C,D) = S((P,2z2),(Q,2y)) € PQ. O

R3. Umiesémy w punktach B, C, D masy odpowiednio 1, —1,1, a w punkcie P trzy
masy: mp = 3, m¢ = —4 imp = 2. Wtedy S((P,mx),X) = Px dla X = B,C, D, wiec
$rodek ciezkosci S uktadu B, C, D, P lezy na ptaszczyznie PgPc Pp.

Ponadto S((B,1),(C,—1),(D,1)) = A, bo AB+AD-AC=10.Skorol —1+1=1
orazmp +mc+mp=3—4+2=1,t05 = S((A,1),(P,1)) jest srodkiem odcinka PA.
Stad i z wezesdniejszego S € PePcPp wynika S = Py i PPa: PAA=1:1.0

RA4. Niech AE = AF =2, BD = BF =y, CD =CFE = z. Umies¢émy w A, B,C
odpowiednio masy y + z, x, x 1 wyznaczmy srodek ciezkosci S tego uktadu.
S((A,y),(B,z)) =F, S((A,z2),(C,x)) = E, wiec S lezy na prostej EF. Jednoczesnie
S((B,z),(Cyz)) = M, wiec S lezy tez na prostej AM. Stad S = G.

Umiesémy teraz dodatkowo mase z w punkcie B i mase y w punkcie C, wtedy
S((B,z2),(C,y)) = D. Niech T bedzie $rodkiem ciezkosci ,starych” i ;nowych” mas,
wtedy 1" lezy na prostej GD taczacej ich srodki ciezkosci.

Z twierdzenia o dwusiecznej, S((B,z + z), (C,z + y)) jest jej spodkiem dla <X BAC.
Lezy wiec na niej punkt 7' = S((A,y + 2), (B,z + 2), (C,z + y)). Analogicznie lezy
on tez na pozostatych dwusiecznych katéw tréjkata, jest zatem srodkiem okregu
wpisanego. Stad T'D L BC, co konczy dowdd. [J

Zadania domowe

5. Wykaz, ze w dowolnym czworokacie odcinki taczace srodki przeciwleglych
bokéw oraz odcinek taczacy $rodki przekatnych przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

6. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o srodku O. Przekatne AC' i BD
sg prostopadle i przecinaja sie w punkcie T'. Udowodnij, ze punkt przeciecia
odcinkow taczacych érodki przeciwlegltych bokow jest srodkiem odcinka OT'.

7. Punkty D, E, F' naleza odpowiednio do bokéow BC,CA, AB tréjkata ABC,

proste AD, BE,C'F przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze g—g + ?—g = 4F

5-
Wskazdwka. Umiesémy w A, B, C' takie masy x,y, z, by P = S((4, ), (B,y), (C, 2))
(czy zawsze si¢ da?). Wtedy E = S((A,z), (C, z)) (bo P € BE), zatem

AE/EC = z/x i analogicznie AF/FB = y/x.
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