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Rys. 1. Skladanie paska papieru.
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Rys. 2. Rodzina smoczych krzywych;
Sn jest krzywa rzedu n. Ponizej
fragment Si4.
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Fraktalny swiat papierowej tasiemki
Tomasz IDZIASZEK

Wezmy dhugi pasek papieru i zlézmy go na pot. Nastepnie, nie rozktadajac,
z16zmy go w te sama strone jeszcze dwa razy. W koncu, rozprostujmy zlozenia
tak, by papier zginat si¢ pod katem 90°. Otrzymamy obiekt jak na rysunku 1.

Jesli przerysujemy ksztalt, ktory przyjmuje gorna krawedz tasiemki, dostaniemy
ciekawa krzywa. Gdy zlozymy papier nie trzy, ale cztery lub wiecej razy,
krzywa, jaka otrzymamy, stanie sie bardziej zlozona (rys. 2). Coraz bardziej
przypominaé bedzie brodzacego w wodzie smoka, stad tez jej nazwa — smocza
krzywa. Po raz pierwszy byla badana w roku 1966 przez fizykéw z NASA:
Johna Heighwaya i Williama Hartera. Do jej popularyzacji przyczynili sie
Martin Gardner w swoich Grach Matematycznych oraz pisarz Michael Crichton:
jeden z bohaterow jego powiesci Park Jurajski, specjalizujacy sie w teorii
chaosu matematyk Tan Malcolm, ilustrowal za pomoca smoczej krzywej

swoje przemyslenia na temat przyszlodci tak skomplikowanych przedsiewziec,
jak wskrzeszanie wymartych gadéow. Swoja droga, krzywa Sg rownie dobrze

jak smoka przypomina dinozaura.

Jesli calkowicie rozprostujemy tasiemke, to na jej powierzchni dostrzezemy rowki
i gorki. Odpowiadaja one zakretom, ktére bedziemy braé, jedli poczynajac od
wyrdznionego konca krzywej, bedziemy ja rysowaé oldwkiem: rowek to zakret
w lewo (L), gérka — w prawo (P). Jedli zgielidémy papier n razy, wskutek czego
otrzymaliSmy krzywa rzedu n, to zrobimy 2" — 1 zakretéw. Oznaczmy przez K,
stowo skladajace sie z liter L i P, opisujace ciag zakretéw na krzywej rzedu n. Mamy:

K,=L, K,=LLP, Kj5=LLPLLPP.
Poniewaz nasze mozliwoéci sktadania papieru sa dosé ograniczone, sprobujmy
znalez¢ jakas regule opisujaca stowo K, ktéra pozwoli nam rysowaé¢ dowolnie
duze krzywe bez koniecznos$ci proszenia o pomoc specjalisty od origami. Zt6zmy
tasiemke n razy, a nastepnie rozprostujmy ostatnie n — 1 zlozen. Na powierzchni
widzimy 2"~ ! — 1 zagieé, ktére powstaly ze zlozenia paska n — 1 razy, zatem
opisuje je stowo K,,_1. Jesli rozprostujemy pasek papieru n-ty raz, to beda one
pierwszymi zagieciami, zatem slowo K, zawsze zaczyna si¢ od K, _1. Zauwazmy
ponadto, ze rowki na jednej poléwce papieru odpowiadaja gérkom na drugiej
poléwee i vice versa. Innymi stowy, jesli i-tym zagieciem (dla 1 < i < 2"71)
w K, jest rowek, to i-tym zagieciem od korica bedzie gorka. Wprowadzmy
operacje 7, ktéra odwraca kolejnosé liter w slowie i jednoczesnie zamienia litery
L z P, dla przykladu r(K2) = LPP. Wtedy

Kn = Kn—l L T(Kn—l)-

Sprawdzamy, ze istotnie Ko = Ky L 7(K;) =L L P oraz K3 = LLP L r(LLP). Tym
sposobem uzyskaliSmy rekurencyjny wzér na stowo K,,. Okazuje sie jednak, ze
moze by¢ ono opisane réwniez w inny sposéb. Zt6zmy pasek papieru n — 1 razy,
rozprostujmy go, a nastepnie pomalujmy zagiecia. Nastepnie zt6zmy go znowu, tym

o, Tazem n razy, i rozprostujmy. Zauwazmy, ze n-te ztozenie spowodowalo powstanie

+

ot 27~! nowych zagieé, ktére pojawily sie pomiedzy pomalowanymi zagieciami.

Co wiecej, nowe zagiecia wystepuja regularnie: na przemian rowek i gérka. To

i pozwala nam wyprowadzi¢ nowy wzoér: aby uzyskaé¢ K,,, wstawiamy puste pola na

poczatku i na koncu stowa K, _; oraz miedzy jego kolejnymi literami. Nastepnie
wpisujemy w puste pola na przemian litery L i P. Zatem K, powstaje nastepujaco:

K3 =LLPLLPP — LLPLLPFP —  LLPLLPPLLLPPLPP = K.

Powyzsza metoda jest réwniez rekurencyjna (tzn. odwoluje sie do stéw dla
muiejszych krzywych), ponadto obie metody konstruuja stowa w calosci.

A co, gdybysSmy chcieli mie¢ wzér na i-ty zakret na krzywej rzedu n, tzn. na

i-ta (1 < i< 2™) litere stowa K,,? To proste: z tego, co powiedzieli$my,

wynika, ze jesli ¢ jest nieparzyste, to ta litera jest L lub P w zaleznosci od
parzystosci (i — 1)/2. W przeciwnym przypadku jest to litera i/2 w stowie K,,_;.
Tak wiec jesli p jest najwieksza potega dwdjki dzielaca i, czyli i = 2Pm dla
nieparzystego m, to szukana litera jest L wtedy, gdy (m — 1)/2 jest parzyste.




Rys. 3. Proces budowania krzywej S,
(linia ciggta) na krzywej S, _1 (linia
przerywana).

Rys. 4. Siatka L3 pomalowana
w ,szachownice”. Na czarno zaznaczono
krzywa S3, kolorem — krzywa Sy.

Rys. 5. Cztery nieskonczone smocze
krzywe wypelniajace plaszczyzne.
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Poniewaz stowo K,, zawsze zaczyna sie od K, _1, wiec krzywa rzedu n mozemy
narysowac, przedtuzajac krzywa rzedu n — 1. Z tego wynika naturalna
konstrukcja nieskornczonej smoczej krzywej, ktora odpowiada stowu

Ko =L LP LLPP LLLPPLPP LLLPLLPPPLLPPLPP ...
Rysujac smocza krzywa coraz wyzszych rzedow, dostrzezemy jej zaskakujaca
wlasno$é: krzywa ta nie ma samoprzecieé¢! Co wiecej, o ile bedziemy pamietali,
by na kazdym zakrecie robi¢ maly tuk, to krzywa ta zadnego punktu nie odwiedza
dwa razy. Zanim udowodnimy, ze jest tak w istocie, spéjrzmy na jeszcze jeden
sposéb, w jaki mozemy otrzymaé smocza krzywa. Zacznijmy od odcinka
o dlugodci 1, ktéry jest smocza krzywa rzedu 0; oznaczmy go przez Sy (rys. 3).
Teraz zbudujmy na tym odcinku tréjkat prostokatny réwnoramienny, dorysowujac
dwa odcinki o dtugo$ciach 1/v/2. Te przyprostokatne tworza krzywa rzedu 1. I dalej:
na krzywej S,,_1 dobudowujemy 2"~ ! tréjkatéw, naprzemiennie po prawej i lewej
stronie krzywej — w ten sposéb uzyskujemy S,,. Zauwazmy, ze choé¢ krzywa S,
sktada si¢ z 2™ kawaltkéw, to jej dtugosé wynosi (\/5)", gdyz odcinki kolejnych
rzedéw sa /2 razy krétsze. Jesli bedziemy wykonywaé te operacje dalej, to w granicy
otrzymamy nieskonczonej dlugosci fraktalng krzyws zwana smokiem Heighwaya.
Smocza krzywa mozemy wiec traktowaé jako aproksymacje smoka.

Teraz juz jestesmy gotowi do dowodu faktu, ze smocza krzywa nie ma samoprzeciec.
Dowéd przytaczamy za Geraldem Edgarem [1]. Narysujmy krzywa S, na
kwadratowej siatce L, o dtugoéci krawedzi (1/v/2)". Kazdy odcinek krzywej
pokrywa sie z jedng krawedzia siatki. Ponadto pomalujmy kwadraty siatki L,,

w ,szachownice” (rys. 4). Zauwazmy, ze gdy konstruujemy krzywa Sy, 11, to
rysujemy trojkaty naprzemiennie na kolorowych i bialych kwadratach. Ponadto
wszystkie trojkaty konstruowane na kolorowych polach pochodza od odcinkéw S,
rownoleglych do jednej z osi siatki L,,, a tréjkaty konstruowane na bialych polach
pochodza od odcinkéw réwnoleglych do drugiej osi.

Poniewaz w kazdym wierzchotku siatki krzywa ma kat prosty (ktéry, byé¢ moze,
dotyka drugiego kata prostego w tym wierzchotku), zatem aby uzyskaé
samoprzeciecie, ktéras z krawedzi siatki musiataby naleze¢ do krzywej
dwukrotnie jako jej odcinek. Zalézmy zatem, ze w S,, nie ma takiego odcinka;
pokazemy, ze wynika z tego, iz w S,4+1 rowniez takiego nie ma. Niech P bedzie
dowolnym kwadratem w siatce L,,, e — krawedzia siatki L, 41 wewnatrz P,

a ey 1 eo — krawedziami siatki L,, o wspélnym wierzchotku z e. Krzywa S,
odwiedza kazda z krawedzi eq, e2 co najwyzej raz, a krzywa S, 1 odwiedza
krawedz e dokladnie raz dla kazdego tréjkata skonstruowanego na e; lub es. Ale
poniewaz te dwie krawedzie sa prostopadte, wobec tego tylko na jednej z nich
mozemy zbudowaé trojkat w kwadracie P — na tej, ktéra jest kompatybilna

z kolorem kwadratu P. To konczy dowdd.

Roéwnie ciekawy jest fakt nastepujacy: jesli narysujemy cztery nieskonczone
smocze krzywe majace swoje poczatki w tym samym punkcie, ale obrécone

o wielokrotnosci 90°, to nie tylko nie beda sie¢ one ze soba przecinaé, ale,

co wigcej, pokryja cala plaszczyzne (tzn. kazda jednostkowa krawed? siatki
bedzie nalezeé do jednej z krzywych; rys. 5). Dowdd tego faktu jest trudniejszy
— zainteresowanych Czytelnikow odsylamy do artykulu Chandlera Davisa

i Donalda Knutha [2], opisujacego zaskakujace zwiazki smoczych krzywych

z systemami pozycyjnymi o podstawie zespolonej. Swoja droga, Knuth, jako
prawdziwy fan smoczej krzywej, ma w domu na Scianie krzywa Sg utozona

z 986 wlasnorecznie wypalonych ceramicznych kafelkéw.

Czytelnik, ktory zapoznal si¢ z artykulem Krzysztofa Baranskiego w tym numerze,
moze pokusi¢ si¢ o obliczenie wymiaru fraktalnego smoka Heighwaya. Jak
pokazali$émy, smocza krzywa ma strukture rekurencyjna: sktada sie z dwoch
krzywych mniejszych rzedow. Tak wiec na S,, skladaja sie dwie kopie S,,_1
przeskalowane o czynnik 1/v/2. Z tego wynika podobna wtasnosé smoka Heighwaya:
jest on suma dwoch swoich kopii o roztacznych wnetrzach, przy podobienstwie o skali
s = 1/+/2 (patrz oktadka). To powoduje, ze wymiar smoka w musi spelniaé réwnanie
2(1/4/2)" = 1, zatem wynosi w = 2. Milognikéw parkietazy ucieszy zapewne fakt,
ze smokiem mozna pokryé¢ plaszczyzne — i to na wiele sposobéw!
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