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Rozwigzanie zadania F 1012.

Jezeli migénie zbudowane sa z utozonych
réwnolegle jednakowych widkien,

z ktérych kazde podczas skurczu dziata
z ta samgy sila, to sita F', z jaka dziala
migsien, jest proporcjonalna do pola S
jego przekroju poprzecznego. Skrécenie d
mieénia jest proporcjonalne do jego
dlugosci I. Energia potencjalna ,skoczka”
o masie m po osiggnieciu maksymalnej
wysokosci h jest réwna pracy wykonanej

przez kurczace si¢ miednie: mgh = Fd,
a wiec
Fd
h=—.
mg

Wystepujace we wzorze wielkosci skaluja
si¢ z rozmiarem L zwierzecia w
nastepujacy sposob: m o L? F xS L?
ido L. Otrzymujemy:
L. L
3
Nasze rozumowanie prowadzi do wniosku,
ze wysokosé skoku nie zalezy od
rozmiaréw zwierzecia i tym samym takze
od jego masy. Dane (Knut
Schmidt-Nielsen, Dlaczego tak wazne sq
rozmiary zwierzqt, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1994):
pchta: h = 20 cm, m = 0,49 mg;
szarancza h = 59 cm, m = 3 g;
czltowiek h = 60 cm, m = 70 kg.

h o =170

Nagrody Abela w roku 2020

Za co Hillel Furstenberg (Uniwersytet Hebrajski
w Jerozolimie) oraz Gregory Margulis (Uniwersytet Yale
w New Haven) otrzymali tegoroczna nagrode?

Mariusz LEMANCZYK*

Badania naukowe tegorocznych laureatéw Nagrody Abela koncentruja sie

na glebokich zastosowaniach teorii ergodycznej w réznych zagadnieniach
dotyczacych teorii liczb, geometrii, aproksymacji czy kombinatoryki. Teoria
ergodyczna, ktéra jest czescia szerszej teorii uktadéw dynamicznych, wyrosta
okolo 100 lat temu z zagadnien czysto fizycznych. W teorii tej zajmujemy sie
przestrzeniami probabilistycznymi (€2, P), gdzie P(A) jest prawdopodobienstwem
zdarzenia A C Q. Zazwyczaj P jest okrelone tylko dla pewnej rodziny
podzbioréw zbioru €2, zwanych zbiorami mierzalnymi. Na 2 mamy dodatkowo
okreslone przeksztalcenie T : Q — Q zachowujace prawdopodobienstwo P,
tzn. P(T~1(A)) = P(A) dla podzbioréw mierzalnych A C €. Przeksztalcenie T
moéwi nam, jak przebiega ewolucja punktéw w € Q w czasie:

w Twis T?w i ..

zachowywanie prawdopodobienstwa za$ to pewne ,,prawo fizyczne” — ewolucja
w naszym ukladzie dynamicznym (Q,P,T) odbywa si¢ z zachowaniem ,objetosci”,
tzn. z zachowaniem prawdopodobienstwa P. Popatrzmy na bardzo prosty
przyklad ukladu dynamicznego. Niech €2 bedzie okregiem jednostkowym, tzn.
niech Q = S! = {z € C; |2| = 1}, P za$ prawdopodobiefistwem wyznaczonym
przez zadanie, aby dla kazdego tuku A C S*, P(A) = 5-|A| (gdzie przez |A|
oznaczyliémy dhugoéé tuku) i niech Tz = e*™@2z, gdzie a € [0,1) (T jest
obrotem o kat 27a). Ten przyklad jest charakterystyczny dla sytuacji,

w ktérej mamy dodatkowa strukture przestrzeni €2, tzn. mamy zadane ,,dobre”
przeksztalcenie T ,,dobrej” przestrzeni {2 i probujemy opisa¢ wszystkie mozliwe
prawdopodobiefistwa niezmiennicze (w przykladzie powyzej mozna pokazaé, ze
wskazane przez nas prawdopodobienstwo jest jedynym prawdopodobienstwem
niezmienniczym, gdy « jest liczba niewymierna). Natomiast sama teoria
ergodyczna bada rozmieszczenie (,,geometrie”) orbit punktéw w przestrzeni,
tzn. zbioréw {T"w : n > 0}, interesuje sie wlasnoSciami ,mieszajacymi”

(co jest wstepem do badania chaosu w ukladzie). Mozemy np. pytaé, czy

UnZO T-"(A) = Q, a dokladniej — pytaé, czy z prawdopodobieristwem 1

orbita punktu w € € trafi do ustalonego zbioru A, takiego ze P(A) > 0
(méwimy wtedy, ze T jest przeksztalceniem ergodycznym). W powyzszym
przyktadzie przeksztalcenie T jest ergodyczne wtedy i tylko wtedy, gdy « jest
liczba niewymierna. Mozemy sprawdza¢ warunek mieszania dla podzbioréw
mierzalnych A, B C Q:

Tim P(T"(4) N B) = P(A)P(B)

(a wiec intuicyjnie zbiér B po pewnym czasie rozmazuje sie po calej przestrzeni,
przy czym jest on w kazdym zbiorze A proporcjonalnie do swojej miary).
Ergodycznosé¢ i mieszanie to przyklady wlasnoéci, ktére dla pewnych

ukladéw zachodza, a dla innych nie zachodza. Ale sa tez wlasnosci (dodajmy
nieoczywiste), ktére zachodza w kazdym ukladzie dynamicznym. Dla przykladu
w kazdym uktadzie dynamicznym (Q2,P,T), dla dowolnego zbioru mierzalnego A,
prawie kazdy punkt w € A powrdci do zbioru A nieskoriczenie wiele razy (ten
fakt, zwany twierdzeniem o powracaniu, zostal odkryty przez Poincarégo
jeszcze w XIX wieku). Znacznie glebsze jest stynne twierdzenie ergodyczne
Birkhoffa (sprzed 90 lat), ktére méwi nam, ze typowe punkty (tzn. punkty

z pewnego zbioru o prawdopodobienstwie 1) ,,chodza” po przestrzeni regularnie
w tym sensie, ze jesli wezmiemy jakikolwiek ,pomiar” na naszej przestrzeni
(wyrazany przez funkcje f : Q — R, powiedzmy ,mierzalna” i ograniczona), to
$rednie ij:_ol (T"w) maja granice, gdy N — oo. A gdy uklad (,P,T) jest
dodatkowo ergodyczny, to granica ta bedzie rowna ,$redniej” funkcji f po calej
przestrzeni (tzn. otrzymamy calke funkcji f wzgledem prawdopodobieristwa P).
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Powyzej mowilisSmy o sytuacji, w ktérej mamy do czynienia z jednym
przeksztalceniem T (choé wlasciwie rozpatrujemy zbiér {T™; n € N}), ale mozna
sobie wyobraza¢, ze na Q) dziala rodzina przeksztalcen {T,; g € G}, gdzie G ma
jakas dodatkowa strukture. Dla przykladu mozemy mysle¢, ze G jest pewna
rodzina macierzy o wyznaczniku réznym od zera, zamknieta ze wzgledu na
mnozenie i branie elementu odwrotnego — jest to wiec szczegdlny przypadek
struktury, ktéra w matematyce nazywa sie grupg. Wtedy rodzina {T,; g € G} jest
pewna reprezentacjg grupy G w zbiorze ukladéw dynamicznych przestrzeni (£2,P)
(zakladamy zachowywanie struktur, tzn. zakladamy, ze Ty, =T, 0T} dla g,h € G).
I znowu mozemy zadawac¢ rézne ciekawe pytania ergodyczne, ktérych probke
widzieliémy powyzej, gdy ,,czas” G byl réwny N. Czy taka abstrakcyjna teoria,
ktora przeciez musiala wypracowaé trudne metody, aby dowodzi¢ w miare
ogdélnych twierdzen, moze mie¢ cokolwiek wspdlnego z bardziej ,,przyziemnymi”
problemami matematyki? Okazuje sie, ze tak. Geniusz Hillela Furstenberga
polegal m.in. na tym, ze zaproponowal on juz w latach 70. XX wieku dalsze
rozwijanie teorii ergodycznej w duchu twierdzen dotyczacych wielokrotnego
powracania czy tez zbieznosci niekonwencjonalnych srednich ergodycznych.
Widzial on, ze — moze nieco wbrew swoim ,fizycznym” korzeniom — twierdzenia
teorii ergodycznej daja sie interpretowac jako twierdzenia o kombinatorycznych
wtlasnosciach podzbioréw zbioru ,,czaséw”, w szczegdlnosci podzbioréw zbioru
liczb naturalnych. Furstenberg udowodnil na przyktad, ze dla dowolnego ukladu
dynamicznego (Q,P,T), dowolnej liczby naturalnej £ > 1 i dowolnego zbioru

A cCQ,P(A) > 0 mamy

(%) PANT"(A)NT2"(A)N...nT " (A) >0

dla nieskonczenie wielu r > 1. Udowodnil on rowniez, ze powyzsze twierdzenie
jest réwnowazne pewnemu twierdzeniu opisujacemu kombinatoryczne wlasnosci
»duzych” podzbioréw liczb naturalnych. Zanim jednak przedstawimy jego pelne
sformulowanie, potrzebujemy nastepujacej definicji:

Definicja (gérnej dodatniej gestosci Banacha). Powiemy, ze zbiér FF C N ma
wlasno$¢ GGBD, jesli istnieje stata k > 0 oraz dwa ciagi liczbowe ay i by, ktore
maja (dla kazdego naturalnego N) nastepujace wlasnosci: ay > 1, by > N

i iu‘_‘ﬂ [aN,aN + bN“ > K.

A oto i samo twierdzenie:

Twierdzenie. Jesli F C N ma wilasnosé¢ GGBD, to zbior F zawiera postepy
arytmetyczne dowolnej diugosci. Tzn. dla dowolnej liczby naturalnej £ > 1 istnieje
takier > 1 orazn >1, zen,n+r,n+2r,...,n+4€r € F.

W pewnym sensie widaé, ze zbior F' nie moze by¢ ,,dowolny”, jakad struktura
calego zbioru liczb naturalnych w nim pozostata. Mozna spostrzec, ze gdy

N = F, U...UF,, gdzie zbiory F}, j =1,...,s sa parami roztaczne, to ktérys
z tych zbioréw musi mie¢ wlasnos¢ GGBD, a wigc w ktéryms ze zbioréw F
musiata ,przezy¢” struktura zbioru N. Moze jeszcze tytutem ciekawostki
dodajmy, ze aby udowodnié¢ powyzsze twierdzenie, udowodnione wczesniej
przez matematyka wegierskiego Endre Szemerédiego (laureata Nagrody Abela
w roku 2012) metodami czysto kombinatorycznymi, w potrzebujemy
»jedynie”, zeby przekroje ANT"(A)N...N T~ (A) byly niepuste. Tak to
juz jednak bywa, ze aby wykazaé niepusto$é zbioru, tzn. istnienie , dobrej”
konfiguracji bez wskazywania konkretnej konfiguracji, trzeba rozwinac
ogromna teorie wskazujaca na powdd niepustosci.

Gdy chcemy dowodzié¢ bardziej specyficznych wlasnosci teorioliczbowych czy
tez kombinatorycznych, czesto mozemy zawezi¢ klase ukladéw dynamicznych,
ktérych pewne wlasnosci ergodyczne (o ile uda nam sie je udowodnié) maja
ciekawe i moze bardziej intuicyjne implikacje. Niezwykle owocna role odgrywaja
tu tzw. uklady dynamiczne pochodzenia algebraicznego, ktore sa okreslone

na pewnych strukturach ilorazowych grup macierzowych, a reprezentacja

grupy G pochodzi od ,obrotéw” wyznaczonych przez mnozenie macierzy (obroty
niewymierne sa tu bardzo prostym, bo jednowymiarowym, przyktadem takich
dzialan). Zilustrujmy to podejscie stynna hipoteza Oppenheima o formach
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kwadratowych sprzed 90 lat, ktérej prawdziwo$é¢ udowodnil Gregory Margulis
(laureat medalu Fieldsa z 1978 roku). Tytulem wprowadzenia popatrzmy

na przypadek form zalezacych od dwoch zmiennych z,y € R. Ot6z mozna
spostrzec, ze wzor Q(z,y) = 22 — (o + 1)y?, gdzie «a jest ztota proporcja, tzn.
a= %(\/5 + 1) definiuje funkcje @ : R? — R o nastepujacych wlasnosciach:

(i) @ jest forma kwadratowa, (ii) @ przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak

i ujemne (@ nie jest ani dodatnio ani ujemnie okreslona), a ponadto (iii) @ nie
jest proporcjonalna do formy o wspoétczynnikach wymiernych. Jesli teraz z,y # 0
sa liczbami calkowitymi, to (wobec a? = o + 1)

X

X xr
Q(z,y)| = ¢ §+a ~“—alzay?|= —al = aC >0,

gdyz zlota liczba jest Zle aproksymowalna liczbami wymiernymi: | — % > C/q?
dla pewnej stalej C' > 0 i dowolnych p, ¢ € N! Zatem wartosci formy @
przyjmowane na argumentach catkowitych ((x,y) # (0,0)) sa odgraniczone od zera.
Stynna hipoteza Oppenheima stanowila, ze jesli uzyjemy wiecej zmiennych niz

dwie, np. rozpatrujac @ : R?* — R spekiajace wlasnosci (i)-(iii) podane powyzej,

to takiego odgraniczenia od zera nie mozemy uzyskac¢. Jakie tutaj uktady
dynamiczne beda odpowiadaly za rozwiazanie problemu? Dowdd Margulisa
polegal na studiowaniu orbit grupy przeksztatcen zachowujacych forme

i klasyfikacji miar niezmienniczych, ktére mozemy uzyska¢ na domknieciu orbit
w tzw. przestrzeni jednorodnej odpowiedniej grupy macierzy o wyznaczniku 1.

Wybitne osiagniecia tegorocznych laureatéw nagrody Abela (i ich uczniéw)
pokazuja, jak nowe, czesto zaskakujace, idee prowadzg do przelomowych odkry¢
stanowiacych o postepie w nauce.

ik
i Zadania

Przygotowal FLukasz BOZYK

M 1654. Piotrek stoi w windzie na ostatnim pietrze

(n + 1)-poziomowego wiezowca, liczac z parterem. Postepuje
zgodnie z nastepujaca zasada: jesli znajduje si¢ na k-tym
pietrze, przy czym 1 < k < n, to losuje, na ktéry z k nizszych
pozioméw 0,1, ...,k — 1 gjezdza, tzn. kazdy z nich wybiera
z prawdopodobienstwem %

(a) Jaki jest érednio numer pietra, z ktérego Piotrek zjedzie
na parter?

(b) Ile $rednio przejazdéw winda wykona?

Rozwigzanie na str.

M 1655. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Kazdy
wyraz ciagu (a1, as,...,as,) jest réwny 1 lub —1. Pare (k,1)
nazwiemy zerujgcq, je$li 1 < k <1 < 2n oraz

ap + ag+1 + ...+ a; = 0. Wykazaé, ze liczba par zerujacych
jest nie wieksza od n?2.

Rozwigzanie na str. [I§]

M 1656. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Kazdy

wyraz ciagu (b1, ba,...,ban—1) jest réwny 1 lub —1. Pare (k1)
nazwiemy minusjedynkujgcg, jesli 1 < k <1< 2n —1 oraz
bi - bgy1 - ... by = —1. Wykazad, ze liczba par
minusjedynkujacych jest nie wieksza od n?.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1011. Sila nosna F utrzymujaca ptaka podczas
lotu wynosi:

F = %chpSUQ,
gdzie p, jest gestoscia powietrza, v predkoscia lotu
(wzgledem powietrza), S powierzchnig skrzydet,
a ¢y, wspélczynnikiem zwigzanym z ksztaltem
lecacego ptaka. Opierajac sie na tym, ze sita oporu
powietrza jest proporcjonalna do v2, oszacuj, jak
optymalna predko$¢ poziomego lotu zalezy od masy
m ptaka.
Rozwiazanie na str. [I3]

F 1012. Migsnie zbudowane sa z bardzo wielu
jednakowych, utozonych réwnolegle, cienkich wtdkien.
Podczas kurczenia kazde widkno skraca sie o odcinek
proporcjonalny do jego dtugosci i dziata na punkt
zaczepienia z taka sama sita. Oszacuj, jak wysokosé
h skoku zwierzecia zalezy od jego masy m. Przez
wysoko$¢ skoku rozumiemy tu zmiane wysokosci

jego érodka masy podczas skoku ,z miejsca”, tj. bez
rozbiegu.

Rozwigzanie na str.



