Zadanie 766 — pelne rozwigzanie
Piotr KUMOR

Zadanie M 766. Znalez¢ liczbe rzeczywista M > g taka, ze dla dowolnych liczb
dodatnich a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé:

| a s/ b | e s/ d e
5 5 5 > M 1
b+c+ c+d+ d+e+ e+a+ a+b (1)

Im wigksze M tym lepsze rozwiazanie.

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d, e zachodzi
(ostra) nieréwnosé (1) ze stata M = 3. Oczywiscie wartosci M = 3 nie mozna
zwiekszy¢.

Oznaczmy lewa strone nieréwnosci (1) przez W = W(a, b, ¢, d, e). Mozna zalozyd¢,
ze 1 = a = max{a,b,c,d,e}. Jezeli max{b, c} = b oraz max{c,d} = ¢, to bez
wzgledu na to, ktéra z liczb d, e jest wigksza, mamy:

1 : 5b SL 5max e i
O ) EE VIS

Poniewaz \5[ ~ 3,48 > 3, wiec w tym przypadku W > 3. Pozostaja trzy mozliwe
przypadki:

1. max{b, ¢} = b oraz max{c,d} = d. Wtedy

1 (1 b
W>\5/§<%+\/;+\/E>. (3)

2. max{b, c} = ¢ oraz max{c, d} = d. Wtedy

W>\;§(\;E+§/§+\5/E>. (4)

3. max{b, ¢} = c oraz max{c,d} = e. Wtedy

e )

Okazuje sie, ze sa one w pelni analogiczne. Zatézmy, ze zachodzi przypadek 1.

\5}5 + {’/;+ Vd > 3/2, to W > 3. Zalézmy wiec, ze

Jezeli

Lemat. Jezeli liczby rzeczywiste s,t spelniajq nierownosci 0<s<1,0<t<1
oraz nieréwnosé¢ = —|— +t< 3\/ to < % oraz < %

Dowo’d Poniewaz 2./s < £ +1t, Wi(gc Lio/s< 3€f Niech p = % Mamy g<p
oraz —|— 2,/5 = p? +3 2 Zatem p? —|— < 34/2. Funkcja zmiennej p: p? + 2 Jest
rosnaca dla 1 < p, zas dla p= 1/— Jest p? + £ > 3,4468 > 3,4461 > 3\[. Zatem

p < , wWiec g =p’< ﬂ Nieréwnosci & < dowodzuny podobnie: Poniewaz

W<;+§,Wi(2c$+t<3\[(0<t 1) WIQC <@/ gdy\[ \/ 3% to
% +t > 3,45 > 3V/2). Zatem 2 < < 5= oraz + < 2—5, wiec lemat zostat
udowodniony. O



Natychmiastowa konsekwencja lematu jest:

Whniosek. Jezeli liczby rzeczywiste b, d spetniajg nieréwnosci: 0 < b < 1,

0 < d < 1 oraz nieréwnosé slb + i/;—i- Vd < 3¥/2, to % < 37 oraz é < 62.

Liczby s = v/b oraz t = v/d spelniaja bowiem zalozenia lematu, wiec

5 5 . .
% = S% < (%) < 37 oraz é = t% = (g—g) < 62. Wniosek zostal udowodniony.

Mamy
1 b c d e
W=/ \/ {/ i Y : 6
b—|—c+ C+d+ d—|—e+ e+1+ 1+ (6)

Niech y = max{c, e}. Zatem
1 b c d e
W > ¢f + ¢ + ¢ + 4/ T 7
“Vo+y y+d d+vy y+1 1+0 (™)
1 b d Y
W + ¢ + ¢ +\/7 8
b+y \/y+d \/y+1 2 )

bo nasze liczby nie przekraczaja 1. Ostatnia nieréwnos¢ zachodzi bez wzgledu na
to, ktéra z liczb ¢, e jest wieksza (skladnik odpowiadajacy mniejszej pomijamy,
zostaja wiec cztery skladniki).

Dalej

Z nieréwnoéci miedzy srednimi wynika, ze:

5 1 +5 b +5 d >315 bd (9)
Vb+y y+d y+17~ b+y)(d+y)(1+y)

Zachodzi réwnosé:

bd 1
= . 10
O+y)d+y)L+y)  (1+3y) 1+ 5y) 1 +y) (1)
Na podstawie udowodnionego wyzej wniosku mamy nieréwnosci:
1437y > 1—|—%y oraz 1+ 62y > 1—|—%y. Zatem
1 1
T T > . (11)
(1+3y) (1+4y) L +y) ~ (1+37y)(1+62y)(1 +y)
Wobec tego
1 b d 1
5 _"_ 5 _"_ 5 > 3 15 , 12
Vo+y \/y+d \/y+1 \/(1+37y)(1+62y)(1+y) (12)
czyli
3 Y
w > + /= 13)
W/(1+37y)(1 +62y)(1 +y) 2 (
Prawdziwy jest nastepujacy:
Fakt. Dla liczb rzeczywistych 0 < y < é zachodzi nieréwnoéc:
3 \/?
+¢/Z2>3. (14)
VA3 (L +62)(1+y) V2



Prawdziwa jest tez nier6wnosé nieco mocniejsza:

3
/(1 +37y) (1 + 62y) (1 + v)

5
+€/§-6>3. (15)

(Nieco mocniejsza, bo {/2 > %) Dla dowodu ostatniej nieréwnosci podstawmy

— 5 : . 1
y = z°. Poniewaz 0 <y < 3,

wykazania, ze wielomian f(z):

wiec 0 < z < %, za$ nierownosé¢ sprowadza sie do

f(z) =18 — (18 — 52)"(1 + 372°)(1 + 622°)(1 + 2°) (16)

przyjmuje wartoséci dodatnie dla 0 < z < % W tym momencie musimy (chyba?)
uzy¢ komputera z programem matematycznym. Programy te maja gotowe
funkcje (np. realroot w Maple), ktére obliczaja pierwiastki wielomianéw z
dowolna dokladnoscia. Mozna wiec z cala pewnoscia stwierdzié, ze f(z) > 0 dla
0<z<i.

Ciekawe, ze uzycie takich funkcji nie jest tu konieczne. Podstawiajac bowiem

z = 357 (dla 0 < z) widzimy, Ze nieréwnosé¢ f(z) > 0 jest réwnowazna
nieréwnosci g(z) > 0 (dla 0 < z), gdzie:

g(z) = 18" (1+22)* — (18+312)"? ((1+22)°+372°) (1422)°+622°) ((1+2z)°+2°).
(17)
Stopieni wielomianu g(x) jest réwny 30, a jego wspdlczynniki to duze liczby
calkowite (okolo 40 cyfrowe), wiec reczne obliczanie raczej (7) jest tu niemozliwe.
Nadal potrzebny jest wiec komputer, ale wystarczy samo obliczenie
wspélezynnikéw wielomianu g(z) (nie trzeba uzywaé wyrafinowanych funkeji do
szacowania jego pierwiastkow). Okazuje sie bowiem, ze g(x) = zh(x), zad
wielomian h(x) nie ma ujemnych wspélezynnikéw. Zatem h(z) > 0 oraz
g(x) >0dla x> 0.

1

35, to zachodzi nier6wnos¢:

Udowodnilismy wiec, ze jezeli 0 < y <

3 5
W= S/ + 37y) (1 + 625)(1 + ) I (18)

1
327

s/ 1 s/ b c s/ d e
=/ H 5/ N o —. 1
W b—i—c+ c+d+ d+e+ 64—1+ 1+ (19)

Liczby dodatnie b, ¢, d, e nie przekraczaja 1, a takze: max{b,c} = b,
max{c,d} = d, y = max{c, e}. Zatem:

1 1 s/b 5 3 11 71
ws L +\f+ﬁ L3 1L Ty 2
\/§<¢5 a ) BT ; (20)

(bowiem %%\/5 ~ 3,0469). Dla wszystkich mozliwych wartosci y jest wiec W > 3,

Zalézmy wiec teraz, ze y > czyli §/y > % Przypomnijmy, ze:

co konczy dowod w przypadku 1. Przypadki 2. i 3. sa w pelni analogiczne.
Dowodzimy ich wykonujac dokladnie te same rachunki co w przypadku 1.,
oczywiscie zamieniajac odpowiednio wyrazy ciagu b, c,d,e. W kazdym wiec
mozliwym przypadku jest W > 3. Dowdd zostal zakonczony.



