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Definicja laplasjanu:
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(AG)(z,y) = @G(%y) + o5 G(z,y).

Izometria to dowolne przeksztalcenie,
ktére nie zmienia odlegto$ci miedzy
punktami.

Tlumaczenie na jezyk polski
wspomnianego artykulu Marka Kaca
ukazato si¢ w ,Wiadomosciach
Matematycznych” XIII (1971) i mozna je
odnalezé na stronie
wydawnictwa.ptm.org.pl.

Czy mozna uslyszeé ksztalt bebenka?
Joanna JASINSKA*

Kazdy, komu cho¢ raz zdarzylo si¢ gra¢ na gitarze lub innym instrumencie
strunowym, dobrze wie, ze na wysokos¢ dzwicku ma wplyw miedzy innymi
dlugosé struny. Uderzajac w struny zbudowane z tego samego materialu i o
tych samych grubosciach, lecz o réznych dtugosciach, otrzymamy dwie rézne
czestotliwosci drgan, a wiec dwa dzwieki o réznych wysokosciach. A jak to

jest z instrumentami perkusyjnymi? Czy na podstawie brzmienia drgajacej
membrany bebenka mozna powiedzie¢ co$ o jego ksztalcie? Jedne z pierwszych
préb odpowiedzi na to pytanie pochodza od Marka Kaca. Zeby przyblizy¢
tematyke, jaka sie zajmowal, nalezy przyjrzeé sie opisanemu zagadnieniu

z perspektywy analizy matematycznej.

Przez Q) bede oznaczata otwarty, spéjny podzbiér R2. Jest to model naszej
membrany, ktora pod wptywem uderzenia bedzie sie odchylata. Aby méc

$cisle odpowiedzieé¢ na tytulowe pytanie, najpierw musimy matematycznie
sformalizowaé ,,brzmienie bebenka”. Niestety, w tym artykule nie mamy miejsca
na doktadna analize fizycznego modelu drgania membrany. Wynika z niego
jednak, ze od strony matematycznej brzmienie jest zdefiniowane przez pewien
zbiér zwany widmem drgan i oznaczany przez A(Q). Jest to zbiér wartosci A, dla
ktérych istnieje taka niezerowa funkcja G: Q — R (okreslajaca amplitude drgan
w réznych punktach membrany), ze

o lim(y y)(20,y0) G(7,y) = 0 dla dowolnego punktu (zo,yo) lezacego na brzegu
(odpowiada to zalozeniu, ze brzeg membrany jest nieruchomy; zalozenie to

nazywa sie warunkiem brzegowym Dirichleta),
o (AG)(z,y) = AG(z,y) dla wszystkich (z,y) € €.

Symbolem A oznaczamy laplasjan, czyli pewien operator, ktéry z jednych
funkcji tworzy inne (podobnie jak np. operator rézniczkowania f — f').
Czytelnikéw zaznajomionych z czastkowymi pochodnymi odsylamy do definicji
na marginesie. Do zrozumienia najistotniejszej czesci tego artykutlu wystarcza
jednak elementarna wiedza z geometrii oraz przyjecie do wiadomosci, ze
laplasjan jest

o addytywny: A(G+ H) =AG+ AH,
o niezmienniczy ze wzgledu na izometrie: jedli T : R? — R? jest izometria, to

A(GoT1)=(AG)orT.

Fizycznie widmo drgan A(Q) jest zbiorem czestotliwosci, z jakimi moze drgaé
uderzona membrana. Jesli zatem udatoby si¢ nam znalez¢é dwie membrany

o réznych ksztaltach (tj. dwa nieizometryczne obszary Q7 i Q) i tym samym
widmie drgan, otrzymaliby$Smy negatywna odpowiedz na tytulowe pytanie.
Wtlasnie w tej formie bylo ono zadane w 1966 roku przez Marka Kaca w jego
artykule ,,Can one hear the shape of a drum?”. Okazuje sie, ze odpowiedz
faktycznie jest negatywna — istnieje juz wiele przykladéw, ktore potwierdzaja, ze
nie da sie ustysze¢ ksztaltu bebenka. Pierwsze z nich bylty dosy¢ skomplikowane
(jak na przyklad konstrukcja Johna Milnora z 1964 roku: dwa nieprzystajace
16-wymiarowe torusy o tym samym widmie drgan — z rozmaitych przyczyn

nikt nie produkuje tego rodzaju bebenkéw...). Obecnie istnieja juz konstrukcje
duzo prostsze. Ta, ktéra przytoczymy, zostata podana w 1992 roku przez
Carolyn Gordon, Davida L. Webba oraz Scotta Wolperta w artykule ,,One
cannot hear the shape of a drum”. Uzasadnimy, ze przedstawione na rysunku 1
wielokaty Wy = AC{B'CB{A'BA|C’ oraz Wy = AB’ALCA'C,BC'B), sa
dobrym przyktadem tego, ze ksztaltu bebenka nie da sie ustyszeé... Powstaty
one z ,posklejania” ze soba siedmiu tréjkatéw przystajacych do tréjkata
réznobocznego ABC'. Kolejne punkty konstruujemy z trojkata ABC poprzez
symetrie. Niech oxy (Z) oznacza obraz punktu Z w symetrii wzgledem

odcinka XY
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B Woéwezas:

Alzogc(A), B/ZUAc(B), CIZUAB(C)

Ay =opcr(4), By =oac(B), C]=o0ap(C)

Ay =ocp/(A), By=o0ac/(B), Cy=o0ap(C)
Nasza argumentacja powinna sktadaé sie z dwoch krokéw: najpierw nalezy
uzasadnié¢, ze powyzsze wielokaty nie sa przystajace, a nastepnie, ze ich wnetrza
(oznaczane dalej odpowiednio przez 0y oraz €22) maja to samo widmo drgan.
Yatwiejsza czescig dowodu jest wykazanie, ze Wi i W5 nie sa izometryczne.
Pozostawiamy ja Pracowitemu Czytelnikowi do samodzielnego rozwiklania
i przechodzimy do kroku drugiego.

Dowiedziemy, ze wielokaty W, oraz Wy sa izospektralne, czyli maja takie samo
widmo drgan. Ustalmy zatem A € A(;). Wykazemy, ze jest ono réwniez w A(£s).
Skoro A € A(€1), to z definicji istnieje nieréwna stale zero funkcja G : Q1 — R,
taka ze AG = AG 1 spelniony jest dla niej warunek brzegowy Dirichleta.
Rozszerzmy te funkcje na caly wielokat Wi:

G(!L‘ ) — G(Iay) dla (Iay) € Qh
0 dla (z,y) € Wy \ Q.

Z uwagi na warunek brzegowy taka funkcja oczywiscie jest ciggla. Niech

Tpor : AABC — APQR oznacza teraz izometrie przeksztalcajaca tréjkat ABC
na trojkat PQR. Okredlimy funkcje G; : AABC — R, i =0,1,...,6 nastgpujaco:
Gy = G|ABC oraz

G1 =G|, poomaBo, G2=G|,peoTapc, Gs=G|, 50 ©Tascr,

Gy = G|A/B;C oTapic, Gs5= G|AB,C{ oTapc; Ge= G|A£BC, 0Tl BC
(rysunek . Ponownie powotamy si¢ na niezmienniczo$¢ laplasjanu na izometrie,
zeby stwierdzié, ze dla kazdego i = 0,1,...,6 na wnetrzu tréjkata ABC zachodzi

AG; = \G;.
Okreslimy teraz rowniez funkcje H : Wy — R, ktéra na poszczegélnych kawaltkach
wielokata Ws bedzie przyjmowala takie wartosci, jak wida¢ na rysunku [3]
Uwazny Czytelnik bardzo szybko zada pytanie: ,W porzadku, ale dlaczego
ta funkcja jest dobrze okre$lona na krawedziach tréjkatow?”. Spieszymy

Rys. 2. Jedli funkcja G; jest na

powyzszym rysunku napisana na z odpowiedzia: przyjrzyjmy sie najpierw czworokatowi ACBC’. Okreslimy trzy

biacie . o powitaje pn loenie e iy, H, Ho : Aapo U Aancs — R nastepujacymni waoraii

przeksztalcajaca ABC na T oo Gg(.'lf) dlaz e AABC, o GQ(LC) dla z € AABCa
T Golrike (@) dlaz € Aaper, T | Gs(Tiber(@) dlaz € Aaper,

H. — Gi(x) dla z € A apc,
PTG @) dlaz € Aaper.

W ten sposob H‘ACBC, = H; + Hy + Hs3. Ponadto

Hy = G’ACBC, o Typer oraz Hy = G|ACB/01 oTipic

Znowu korzystajac z niezmienniczosci laplasjanu

. ze wzgledu na izometrie, mozemy stwierdzié¢, ze we
A_,.li"(;ﬁ,(;ﬁ(;g wnetrzu czworokgta ACBC’ spelnione jest réwnanie

: AH; = \H; dla i = 1,2 (gdyz funkcja G spelnia je

na calym wielokacie W7). Pozostaje przyjrzeé¢ sie

funkcji Hs. Z warunku zerowania si¢ funkcji G na

brzegu Wy (w szczegdlnosci na odcinku BA’) wynika, ze

; Gl’AB = 0, zatem funkcja H; jest dobrze ,sklejona” na

o . odcinku AB. Spelnia ona oczywiscie warunek AH; = AH;
i we wnetrzach tréjkatéw ABC i ABC'. To, ze réwno$é

¢ ta jest spelniona réwniez na odcinku AB, jest pewna

c’ szczegblng wlasnoscia rownania AG = AG, zwana

Rys. 3. Funkcja H. Kazda z przedstawionych funkcji sktadowych nalezy ,wlasnoéciz% odbicia”; W pe}nym brzmieniu przytaczamy
zlozy¢ z izometrig, ktéra odpowiadajacy jej tréjkat przeksztalca na . . o . s ie. iednak d 5d
trojkat ABC. Aby utatwié dalszg analize, wykorzystujaca poréwnanie Jg na marginesie na na&tQpneJ th‘OIlle, Jedna OWO

z rysunkiem [J] przystajace odcinki oznaczono w ten sam sposéb pominiemy. Liniowos¢ laplasjanu gwarantuje nam teraz,
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‘Wtlasno$é odbicia laplasjanu.

Niech D bedzie otwartym podzbiorem R?,
symetrycznym wzgledem prostej y = 0

i niech DV = {(z,y): y > 0}. Zaléamy, ze
funkcja G klasy C? jest okreslona na DT
i spelnia AG = AG dla pewnego A € R
oraz dla kazdego punktu (z¢,0) € D
mamy lim(, ) (zg,0) G(,y) = 0. Wtedy
funkcja G(z,y) = sgn(y)G(z, |y]),
okreslona na calym D, jest klasy C? oraz
spelnia AG = A\G.

Wspomniany raport HAKMEM mozna
znalez¢ na stronie
dspace.mit.edu/handle/1721.1/6086

* Wydziat Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

ze funkcja H okre$lona kawaltkami na tréjkatach ABC oraz ABC’, spelnia
warunek AH = AH na calym tym obszarze.

W ten sam sposéb, wyrézniajac w Wi inne czworokaty, wnioskujemy, ze
funkcja H jest dobrze okreslona na wszystkich krawedziach trojkatéw,

a takze ze spelnia réwnanie AH = AH na calym Qs. Dociekliwy Czytelnik
zechce samodzielnie sprawdzi¢ nietrudnym rachunkiem, ze dla funkcji H
jest réwniez spelniony warunek brzegowy Dirichleta na 5. Dowdd, ze H
nie jest tozsamosciowo rowna 0, pominiemy, gdyz jest on do$¢ techniczny.

Pracowicie wykazalisSmy, ze jezeli A nalezy do A(£21), to nalezy réwniez do
A(Qs), czyli A(Q1) C A(£2). Analogicznie uzasadniamy A(22) C A(Q1), a zatem
A(Q1) = A(Q2). Rozpatrywane wielokaty maja wiec takie samo widmo drgan;
nie s3 jednak izometryczne. Daje to negatywna odpowiedz na tytulowe pytanie.
Ciekawe, co sadza na ten temat perkusisci. ..?
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Co ma wspdlnego cykl (6,5,4) z jezykiem polskim?

Kazdej liczbie rzeczywistej mozemy przypisaé nieskoniczony ciag cyfr jej
rozwiniecia dziesietnego. Jak wiadomo, jezeli ciag od pewnego miejsca sie zapetla,
to mamy do czynienia z liczba wymierna. Inaczej rzecz ujmujac, liczby wymierne
maja okresowe rozwiniecie dziesietne. Przyjmujemy tutaj, ze tzw. rozwiniecie
skoniczone jest rozwinigciem okresowym — od pewnego miejsca na kazdej pozycji
wystepuje wylacznie cyfra 0.

My bedziemy rozwazaé ciagi liczbowe. Mozemy przyjac¢ jakas konkretng metode
produkeji kolejnych wyrazéw ciagu, na przyktad
R $Cn, gdy ¢, jest parzysta,
"7 3¢, 4+ 1, gdy ¢, jest nieparzysta.
Jednak stwierdzenie, czy dla dowolnej poczatkowej liczby ¢y ten ciag zawsze sie
zapetli, jest nie lada wyzwaniem. Tego dotyczy problem Collatza — ale to nie on
jest bohaterem tego tekstu.

W 1972 roku zespo6l z Artificial Intelligence Laboratory, Massachusetts
Institute of Technology, opracowal raport HAKMEM — ztozony z prawie dwustu
algorytmicznych ciekawostek (miszmasz algebry, kombinatoryki, teorii liczb,
teorii grup. ..). Pozycja 134. wspomnianego raportu takze dotyczy ciagéw
liczbowych i ich zapetlania. Przyjmijmy nastepujaca zasade:

kazdy element ciggu (oprécz pierwszego) okresla, ile liter jest
potrzebnych do zapisania stownie (w jezyku angielskim) poprzedniego

elementu ciggu.

Zacznijmy na przyklad od liczby 14. Stowo fourteen ma osiem liter, wiec drugi
element ciagu to 8. Stowo eight ma pieé liter, kolejny element ciagu to 5. Stowo
five ma cztery litery — podobnie jak four. Zatem

14 (fourteen) — 8 (eight) — 5 (five) — 4 (four) — 4 (four) — ...

i tym sposobem otrzymujemy ciag (14,8,5,4,4,...). Co ciekawe, niezaleznie
od tego, od jakiej liczby zaczniemy, dany ciag zawsze (i szybko) zapetli sie na
liczbie 4.

Czy juz sie domyslasz, Czytelniku, jak brzmi odpowiedz na tytutowe pytanie?

Barttomiej PAWLIK*
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