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Lew 1 czlowiek

Jarostaw GORNICKI®
Okoto 1930 roku Richard Rado (1906-1989) postawil nastepujacy problem:

Lew (L) i czlowiek (C) — traktowani jako punkty — poruszajg sie w domknietym
kole jednostkowym z jednakowymi maksymalnymi predkosciami. Czy (glodny) lew
zawsze zlapie czlowieka?

Przez ponad dwadziedcia lat wierzono, ze w tej ,grze” lew jest zawsze zwyciezca.
Uzasadniata to nastepujaca strategia:

Strategia lwa. Lew, przechodzac do srodka kola, zmusza czlowieka do zajecia
pozycji na brzegu kota i ucieczki z maksymalna predkoscia wzdluz brzegu kota
(kazde odejscie czlowieka od brzegu to zblizenie si¢ do lwa). Zalézmy, ze lew
znajduje sie poczatkowo w punkcie Lo = (0,0), a czlowiek w punkcie Cy = (1,0).
Sprytny lew przemieszcza si¢ z maksymalna predkoscia, stale pozostajac na
promieniu LoCy, gdzie Cy jest polozeniem czlowieka w chwili ¢. Oznacza to, ze
lew biegnie po tuku mniejszego okregu O’ (o promieniu %; rysunek 1). Poniewaz
tuki LoLy i CoCy sa réwnej dtugosci (lew i czlowiek biegna z jednakowymi
maksymalnymi predkosciami), wiec lew spotka czlowieka w punkcie B. Nagla
zmiana kierunku ucieczki czlowieka, np. w punkcie C1, nie poprawia sytuacji
czlowieka! Lew, odbijajac symetrycznie maty okrag O" wzdluz prostej LoCh,
bedzie biegl po tuku Lj Ly okregu O” (rysunek 2). Zatem, bez wzgledu na

tor ucieczki cztowieka po brzegu kola, zostanie on zlapany i to w czasie

nie wigkszym niz czas potrzebny na to, by lew przebiegl polowe obwodu
mniejszego okregu.

Uwaga. Przypadek ten pokazuje, ze czesto spotykana sugestia ,najlepsza
metoda poscigu jest poscig w kierunku uciekajacego” w wielu sytuacjach

nie ma zadnego racjonalnego uzasadnienia — gdyby w rozpatrywanej ,,grze”
lew biegl w kierunku uciekajacego czltowieka — wzdtuz tzw. krzywej poscigu —
to pozostalby glodny (rysunek 3).

Dopiero w 1952 r. — ponad dwadziescia lat po postawieniu problemu —

Abram S. Besicovitch (1891-1970) zauwazyl, ze nieuzasadnione jest zakladanie,
iz najlepsza strategia dla czlowieka jest ,by¢ jak najdalej od lwa i poruszaé

sie wzdtuz brzegu kota”, oraz zaproponowal blyskotliwy sposéb skutecznej
ucieczki przed lwem. Opisal to J.E. Littlewood w A Mathematician’s Miscellany,
Methuen and Co., Ltd., London 1953, s. 135-136.

Strategia czlowieka (Besicovitch). Zalézmy, ze lew znajduje si¢ w punkcie
(0,0), a czlowiek w punkcie (O, %) Kolejne pozycje zajmowane przez lwa
i cztowieka — zawsze poruszajacych sie z jednakowymi maksymalnymi

predkosciami — bedziemy oznaczaé literami Lo, L1, Lo, ..., Cy, C1,Co, . . .,
odpowiednio. Czlowiek przemieszcza si¢ wzdluz tamanej o wierzchotkach
Cy, C1,Cs, ... utworzonej z odcinkéw o dlugosciach
1 1
L, =|ChaiCp| = 3 A T 1,2,...,

gdzie kazdy odcinek C,,_1C,, jest prostopadly do promienia LyC)_1, n=1,2,...
(rysunek 4).

Woweczas:
Po pierwsze, catkowita dlugos¢ tamanej CyC1C5 ... jest nieskonczona, bo
= I 1 1 1
;lnzi-;m>§-gﬁz+m
(gdyby bylo s = 3>° | 1 < 400, to wobec
— 1 — 1 =1 &1
P DI SO P P

mieliby$my sprzecznosé).
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Rozwigzanie zadania M 1377.
Zatézmy przeciwnie, ze wieloscian nie jest
wpisany w sfere. Wtedy istniejag dwa
wierzchotki wieloScianu, dla ktérych sfery
z zadania M 1376 réznig sie. Polaczmy te
wierzchotki Sciezka zlozong z krawedzi.
Wtedy znajdziemy taka krawedz AB

na tej Sciezce, ze sfera zawierajaca
wierzcholki $cian spotykajacych si¢ w A
rézni sie od sfery, w ktorg sg wpisane
$ciany spotykajace sie¢ w B. Ale to
znaczy, ze dla sasiednich Scian o wspdlnej
krawedzi AB istnieja dwie rézne sfery,

w ktére te Sciany sg jednoczesnie wpisane,

co przeczy tezie zadania M 1375.

Po drugie, lew nie moze zlapa¢ czlowieka.

Istotnie. Niech czlowiek przemieszcza sie po odcinku, a lew utrzymuje si¢ na
promieniu LyC, jak zostalo to ustalone w Strategii lwa. Poniewaz odcinek
Cy(C1 jest prostopadly do promienia LoCy, wiec lew nie moze zlapaé czlowieka,
gdy czlowiek przebiega odcinek CyC;. Podobnie, poniewaz odcinek CyCo

jest prostopadly do promienia LoC; (L1 € LoCh), wiec lew nie moze ztapaé
czlowieka, gdy czlowiek przebiega odcinek C1C5, i tak we wszystkich
pozostatych odcinkach nieskonczenie dlugiej tamanej.

Uwaga. Lamana CyC1Cy5 ... nie musi tworzy¢ ,spirali”, biegnac np. stale
zgodnie z ruchem wskazowek zegara, ale w kazdym z wierzchotkéw moze zmienié
kierunek na przeciwny. Gdy zas$ lew porusza sie wedlug innych zasad, to nalezy
spojrzeé, gdzie lew znajduje sie w n-tym kroku — jesli L,, znajduje sie we wnetrzu
jednej z poélplaszczyzn wyznaczonych przez prosta LoC),, to czlowiek powinien
przemieszczaé sie (wzdluz lamanej) w kierunku pélplaszczyzny bez lwa.

Co wiecej, tamana CyC1C5 . .. zawiera sie we wnetrzu kola jednostkowego.
7Z twierdzenia Pitagorasa bowiem mamy (rysunek 4):

|LoCol|* + 15 = |LoC1?,

|LoCh|? + 13 = |LoCo?,

wiec
|LoC|? = 12 + |LoCp_1 > = 12 + (12, + |LoCr_2|?) Z 12 + |LoCo?,

astad dlan =1,2,..., zachodzi

n

1 1 < 1
_ 2
(1) |LoCh| = 1 + kg,llk Sal —|— 1 Eﬁ R

Aby oszacowaé (od gory) wartos¢ wyrazenia > oo W’ rozwazmy funkcje
f(z) =273/2 2 > 0 (rysunek 5). Wéwezas
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Stosujac oszacowani 2) w Wyraieniu (1), otrzymujemy

|LoChl < 4 28=4,/095<1 dlan=12,...,
co konczy uzasadnienie poprawnodci strategii Besicovitcha.
Istnieje wiele wariantéw problemu Rado, na przyktad:

Szpaki i mucha. W n-wymiarowej kuli jednostkowej znajduja sie szpaki i jedna
mucha. Wszyscy poruszaja sie z jednakowa maksymalng predkoscia. Jaka
minimalna liczba szpakow gwarantuje pochwycenie muchy?

(Odpowiedz: n szpakéw wystarczy, a n — 1 nie.)

Niektore z tego typu probleméw wciaz czekaja na swoich pogromcéw. Jeden

z nich ma wyjatkowo proste sformutowanie.

Lwy na polu golfowym. Czy dwa lwy zlapig czlowieka na ograniczonym polu
golfowym ze skonczenie wieloma jeziorkami? (Zakladamy, ze wszyscy uczestnicy
»gry” poruszaja sie z jednakowymi maksymalnymi predkosciami, nie moga
wchodzi¢ do wody, a brzegi jeziorek sa krzywymi gladkimi.)
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