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Tak zwana zasada indukcji przyrodniczej méwi: Gdy masz
podejrzenie, ze znalazltes ogdlny wzér, ktéry dziata dla
kazdej liczby naturalnej, to sprawdz go dla pierwszych
paru wartosci i dla jakiej$s wiekszej: jak wzor sie zgadza, to
zgadza sie dla kazdej liczby naturalnej.

Co, ze to nie zawsze dziala? No faktycznie, mozna podaé
bardzo proste zdania, ktére sg prawdziwe tylko dla

poczatkowych paru liczb, a potem przestaja by¢ prawdziwe.

Najprostsze zdania to ,twierdzenia” typu kazda liczba
naturalna n jest mniejsza od miliona. Faktycznie, gdy
sprawdzimy prawdziwo$é¢ takiego zdania dlan = 1,2, 3,
dostajemy zdania prawdziwe. Nawet dla n = 100 jest to
prawda. No ale — tu wszyscy sie uSmiechamy — nawet male
dziecko wie, ze w oczywisty sposéb to stwierdzenie nie jest
prawdziwe dla, na przyktad, n = 1000001.

Jednak gdy wzor jest nieco bardziej zagmatwany, mozemy
daé sie poniesé¢ fatszywej intuicji, ze skoro nieoczywisty
fakt zaskakuje nas dla niewielkich wartosci poczatkowych,
to bedzie tak zawsze. Rézni matematycy ulegali takim
mirazom. Jednym z nich byt wielki Pierre de Fermat, ktéry
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sadzil, ze liczby postaci 22" +1 sg pierwsze dla kazdego n.
Faktycznie, podstawiajac n = 0, 1, 2, 3, 4, dostajemy

liczby 3, 5, 17, 257, 65537 — wszystkie one sg pierwsze.
Jednak, co wykryl Euler nieco pézniej, juz piata liczba
Fermata réwna 22 + 1 = 252 41 = 4204967 297 moze zostaé
przedstawiona w postaci iloczynu 641 - 67 000417. Metoda,
ktérej uzyl Euler, bazowala na pewnym fakcie znanym tez
Fermatowi; historycy zastanawiaja sie, czemu Fermat tego
nie zauwazyl. Podejrzewa sie, ze mdglt po prostu pomyli¢ sie
w obliczeniach.

Znalezienie rozktadu széstej liczby Fermata, czyli

Fs = 18446 744073709551 617, bylo juz poza zasiggiem
uczonych niedysponujacych komputerami, ale dzi§ wiadomo,
ze jest to liczba ztozona i mniejszy z jej dwoch dzielnikéw
to 274 177. Za pomocyg komputeréw znaleziono rowniez
rozktady liczb F7, Fg, Fy, F1o i F11. Wiadomo tez, ze liczby
Fermata o numerach od 12 do 30 sa ztozone. Co dalej — nie
wiadomo, to znaczy nie wiadomo, czy sa jakie$ pierwsze
liczby Fermata inne niz pigé poczatkowych i czy trzydziesta
pierwsza lub ktéras z dalszych liczb Fermata jest ztozona.

Jedna z metod odkrywania faktéw o liczbach naturalnych jest obserwacja matych
przypadkéw, postawienie hipotezy, zbadanie jej prawdziwosci dla matych wartosci,
a nastepnie préba uogdlnienia i, jesli sie¢ da, udowodnienie — zazwyczaj przez
indukcje — ogdlnego wzoru. Sprobujmy zmierzy¢ sie z takim oto zadaniem.
Wybierzmy n punktéw na brzegu kota i potaczmy kazdy z kazdym. Na ile
maksymalnie czedci dzielg koto wszystkie tak poprowadzone cieciwy? Widaé, ze
aby nie zmarnowa¢ zadnego mozliwego do uzyskania obszaru, wybrane punkty nie
powinny by¢ ulozone zbyt regularnie: zadne trzy cieciwy nie powinny sie przecinac
w tym samym punkcie. Zbadajmy pare poczatkowych wartoéci. Dla jednego punktu
mamy 1 obszar — zero cieciw i cate koto. Dwa punkty tworzg jedna cieciwe i dwa
obszary, trzy generuja z cieciw tréjkat dzielacy koto na 4 obszary. Cztery punkty
dajg nam 8 obszaréw, pie¢ punktéw 16 obszaréw, ..
maksymalna liczba obszaréw dla n punktéw to po prostu 2”1, Sprawdzamy jeszcze
dla n = 6 i bec! Okazuje sie, ze nie da sie wykroi¢ 32 obszaréw. Najwyzej 31.

. No to juz widzimy wzor:

Niestety nasz wzor jest btedny: nie uda sie nam krok indukcyjny. Trzeba by

pokazac, ze nowy punkt zwicksza dwukrotnie liczbe obszaréw, a dla wickszych n

jest to niemozliwe. W rzeczywistosci wzér na maksymalng liczbe obszaréw to

(") + (g) + 1 albo, jak kto woli, 2 (n* — 6n3 4+ 23n? — 18n + 24), co przez przypadek

) 24

dla pierwszych 5 wartosci daje kolejne potegi dwdjki, ale potem juz niekoniecznie
(poczatkowe wartosci to 1, 2, 4, 8, 16, 31, 57, 99, 163, 256, ...).

Teraz troche bardziej zaawansowany przyktad, ale robigcy wrazenie. Wiaze si¢ on
z funkcja fi(z) = sinc(x) (tac. sinus cardinalis), ktéra definiuje sie nastepujaco:

. T fa oz #0
sinc(z) = x
1 dla z=0.

Przyjrzyjmy sie wykresowi tej funkcji. Widaé, ze z grubsza to, co jest nad osiag OX,
przewaza nad tym, co jest pod nia. Innymi stowy, taczne pole miedzy krzywa
wykresu a osig OX nad ta osia jest wigksze od tacznego pola pod osia. Pola
kolejnych fragmentéw nad i pod osig dos¢ szybko zanikaja, a réznica sum tych pél
dazy do pewnej wartodci rzeczywistej. Jest to catka oznaczona f OOO sinc(z)dz. Calka
ta jest dos¢ paskudna — funkcja sinc nie ma elementarnej funkcji pierwotnej, ale
mozna wyznaczy¢ warto$c tej catki oznaczonej na calej dodatniej pétosi. Jest ona

Takie rzeczy sie zdarzaja. Jednak naprawde ciekawie sie robi, gdy nieco
zmodyfikujemy funkcje podcatkowa. Rozwazmy funkcje f3(z) = sinc(z) sinc(%).
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Jej wykres przypomina wykres funkeji sinc(z), a catka fooo sinc(z) sinc(§)dz = %
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Rozwazmy jeszcze funkcje f5(x) = sinc(x) sinc(%) sinc(¥). Jej catka na dodatniej
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Co dalej? Skoro tak dobrze nam idzie, to sprébujmy obliczy¢ calki z iloczynéw
kolejnych funkcji sinc z argumentami bedacymi kolejnymi nieparzystymi utamkami zx.
Zatem mamy

fooo filx)dz = fooo sinc (%) dz =z
fooo fa(x)dz = fooo sinc (%) sinc (%) dx -z
fooo fs(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) dz =z
fooo fr(x)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) dx =1
fooo fo(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (g) dz =z
fooo fui(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (1’”—1) dz =z
fooo fis(z)dz = fooo sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (%) sinc (1%) de =%

No to juz chyba nic ztego si¢ nie moze sta¢. Tymczasem okazuje sig, ze
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D. Borwein, J.M. Borwein (2001), ,Some
remarkable properties of sinc and related
integrals”, The Ramanujan Journal,

5 (1): 73-89.
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weale nie jest row?e 2™, tylko 53561515440 640907 310 521 750000
dokladnie réwne 57, ale nie do konca. Utamek, ktéry stoi przed m, ma w przyblizeniu
warto$¢ réwna 0,499999999992646, wiec rézni sie od 0,5 o niespelna jedna

stumiliardowa.

T, co jest prawie

Nie musze dodawac, ze 13 jest ostatnia liczba nieparzysta, dla ktorej catka z iloczynu
funkcji sinc z nieparzystymi mianownikami pod x jest doktadnie réwna 7. Potem ta
cudowna wtasno$é¢ zanika i dla kazdej wiekszej liczby nieparzystej catka ta juz jest
mniejsza od 5. Co tu si¢ dzieje?

Na ten fenomen wpadla dwdjka matematykéw kanadyjskich: David i Jonathan
Borweinowie (ojciec i syn). W 2001 roku opublikowali prace, ktéra zszokowata wielu
matematykéw. Od tej pory catki omawianej postaci nazywane sa catkami Borweinéw
(Borwein integrals). Jest sporo prac wyjasniajacych przyczyny tej niezwyklej
anomalii; zadna z nich nie odnosi sie do pechowosci liczby 13. W oryginalnej pracy
autorzy pisza nawet, ze podczas weryfikacji tego wyniku dla n = 15 sprawdzajacy go
za pomoca komputera byl przekonany o btedzie oprogramowania. Trudno sie dziwié.

Najproéciej mozna objasni¢ moment zalamania regularnosci, odnoszac sie do
transformat Fouriera i operatora konwolucji, co jednak wykracza poza zakres tego
artykutu. Dla zainteresowanych polecam prace H. Schmida

Two curious integrals and a graphic proof, dostepna pod adresem
www.schmid-werren.ch/hanspeter/publications/2014elemath.pdf. W skrécie,
kluczowa wlasnoscia trzynastki jest to, ze jest to ostatnia nieparzysta liczba, dla
ktorej suma odwrotnosci kolejnych nieprzekraczajacych jej liczb nieparzystych

(z pominieciem 1) nie przekracza jedynki. Po prostu % + % + % + é + ﬁ + % <1,
ale po dodaniu %5 przekraczamy jedynke. Co nam ta jedynka wadzi na drodze do
uzyskania 5? Tu niestety trzeba si¢ odnies¢ do konwolucji — ja nie potrafig tego
inaczej wytlumaczy¢. Jednak za pomoca tego mechanizmu mozna sie bawi¢ w jeszcze
bardziej szokujace wyniki. Na przyktad catki
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bedg réwne 5 tak dtugo, jak dtugo szereg utamkéw T=1 + Wl1 + ﬁ +...4+ m
nie przekroczy jedynki, a potem dla wigkszych n juz zawsze beda od 5 mniejsze.
Dla jakiego n to si¢ stanie? Dla bardzo duzego. Naprawde, bardzo. Chetnych
zweryfikowaé ten rezultat wlasnorecznie i sprawdzié, ile wyrazéw tego szeregu
czyni jego sume wieksza od jedynki, $piesze ostrzec, ze na pewno prosta metoda
polegajaca na sumowaniu ulamkéw az si¢ minie jedynke nie zadziata — po prostu
nie doczekamy si¢ wynikéw. Otéz najmniejszym n, dla ktérego ta catka bedzie
mniejsza od 7, jest n = 15341178 777673 149 429 167 740 440 969 249 338 310 889.
Czyli poczatkowych n — 1 catek bedzie doktadnie réwnych 7, a potem juz zadna.
No to teraz, zdolni informatycy, pytanie: jak mozna taka warto$¢ tak doktadnie
wyznaczy¢? To samo w sobie jest bardzo ciekawym zadaniem. Wiec nawet zachecam
tych, ktérzy maja dostep do komputera i umieja programowac, aby sprébowali
wyznaczy¢ to graniczne n. Ostrzegam: nie jest to proste zadanie.
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