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Latwo uzasadni¢, ze S(n, 1) < %;
wystarczy rozpatrzeé ciag samych
jedynek.

Rozwigzanie zadania F 993.

Silniki samochodéw sportowych
dysponujg zwykle nadmiarem mocy i sg
w stanie wytworzy¢ moment sily
pozwalajacy zerwaé przyczepno$é¢ opon do
podloza. W takich warunkach,
maksymalna mozliwa do osiagniecia
predkos¢ wynika z wartosci sit oporu

i granicy przyczepnosci opon. Przy
duzych predkosciach niemal cata sita
oporu pochodzi od oporu powietrza i jest
proporcjonalna do kwadratu predkosci:
Fop = av?. Zerwanie przyczepnoéci opon
nastepuje, gdy zostanie przekroczona
graniczna wartosé tarcia statycznego:

T = fQ, gdzie f oznacza wspdélczynnik
tarcia statycznego opon o podtoze,

a @ sile nacisku na kola napedzajace.
Maksymalna predkosé vmax odpowiada
warunkowi T' = F,,, a wiec:

Umax = I
a

Jedli dla naszego oszacowania przyjmiemy
uproszczenie, ze sita Q jest
proporcjonalna do catkowitej masy
pojazdu, to otrzymujemy, ze w drugiej
probie kierowca osiagnat

v = (1520/1200)*/%200 km/godz. =~
~ 225 km/godz.

Rozumowanie podane w rozwigzaniu
zadania 766 pochodzi z pracy [4] i bylo
potem wielokrotnie odkrywane ponownie.

Piotr KUMOR

Zacznijmy od przypomnienia zadania 766 z Klubu 4M (Alg):

ZnaleZé liczbe rzeczywistq M > % takq, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b,c,d,e
zachodzi nieréwno$é

.| a s/ b .| c s/ d . oe Y
\/b—i—ch c—l—dJr d—&—e+ e—l—a+ a+b”

Im wieksza liczba M, tym lepsze rozwigzanie.

Powyzszy problem mozna w naturalny sposob sformulowaé w ogdlniejszej
postaci. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita oraz a > 0 liczba rzeczywista.
Oznaczmy przez S(n, ) najwieksze ograniczenie dolne wartosci sumy

Sy (m)a, gdzie z1,...,z, > 0. Wéwczas zadanie 766 to pytanie o jak
najlepsze oszacowanie S(5, %) z dotu. Co wiadomo w tej kwestii dla ogdlnych
wartosci n i a?

Dla a = 1 zagadnienie jest znane jako problem Shapiro. Ma on dluga i barwna
historig, ktora rozpoczeta sie od zadania zaproponowanego przez Joela
Shapiro w 1954 roku na tamach The American Mathematical Monthly,

w ktérym prosit on czytelnikéw magazynu o udowodnienie, ze S(n,1) = 5.
Okazalo sie, ze zalezno$é ta nie jest prawdziwa; pierwszy kontrprzyktad

(n = 20) pojawil sie w 1956 roku (James Lighthill), w 1985 roku B.A. Troesch
zaproponowal elegancki kontrprzyklad dla n = 14 — nalezy rozwazy¢ ciag liczb
(0,42,2,42,4,41,5,39,4,38,2,38,0,40). Okazuje sie, ze jest to najmniejszy

(co do n) mozliwy kontrprzyklad — hipoteza Shapiro zostala udowodniona

dla parzystych n < 12 oraz nieparzystych n < 23. Wiadomo réwniez, jaka jest
najwieksza stala D, dla ktérej S(n,1) > Dn dla wszystkich n > 1. Jest to tak
zwana stata Drinfelda i wynosi w przyblizeniu 0,494. Precyzyjniej, D = %d)(O),
gdzie ¢ jest najwigksza funkcja wypukla, ktéra ogranicza z dotu funkcje e™*
oraz 2(e® + e"""/Q)*l. Zatem dla o = 1 znamy kompletna odpowiedz. Szczegdly
znajdziemy na przyklad w [1] i [2]. Warto przy okazji nadmienié, ze Wladimir
Drinfeld — autor wspomnianej nieréwnosci — byt laureatem Medalu Fieldsa

w 1990 roku, a niedawno (w 2018 roku) otrzymal Nagrode Wolfa w dziedzinie

matematyki.
Okazuje sig, ze dla a > 1+T‘/5 zachodzi nier6wnosé¢ S(n, )
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby w ciagu sa réwne. Dowdd

mozna odnalezé w [5]. Zatem dla a > 1+2‘/5 tez wszystko jest jasne.

> 5a 5 ZaS rOWNOSC

Pozostaja wiec do zbadania przypadki: 1 < a < 1+T\/g oraz 0 < a < 1. Dalej
interesowaé nas bedzie tylko ta druga sytuacja. Ustalmy liczby rzeczywiste
x,y,z>0oraz 0 < a < < 1. Niech v = %, woéwezas 0 < v < 1. Mamy
(5)" = (%)) > (55)" bo jeieli 0 <y < 1, to (;27)7 > 27
Wobec tego dla wszystkich wyktadnikow 0 < o < 8 < 1 zachodzi nieréwnosé
S(n,a) = S(n, B).

7 rozwiazania problemu Shapiro i powyzszej uwagi wnioskujemy, ze dla
parzystych liczb n < 12 i wszystkich wykladnikéw 0 < o < 1 zachodzi S(n,a) > 3.
Liczby 4 nie mozna tu zastapic¢ liczba wigksza, wystarczy bowiem rozwazy¢
1,0,1,0,...,1, 0. Zatem dla parzystych liczb n < 12 i wszystkich wykladnikéw
0 < a < 1 mamy pelng odpowiedz: S(n,a) = 3.

Rozumujac podobnie jak w firmowym rozwiazaniu zadania 766 (zobacz Alg),

mozemy udowodni¢ nieréwnosé¢ S(n,a) > [ | - 2L dla wszystkich n i a.
7 drugiej strony, rozwazajac ciag 1, 0, 1, 0, ..., 1, 0 dla n parzystych lub 1, 1, 0,
1, ..., 0 (dwie jedynki sgsiaduja) dla n nieparzystych, dostajemy S(n,a) < [23+].
Poniewaz 2% zbiega do 1, gdy « dazy do 0, wiec naturalna jest hipoteza, ze dla

bliskich 0 wartosci wykladnika « zachodzi S(n,a) = [2EL |. Jak zauwazyliSmy
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12 i wszystkich wykladnikéw
=[]

wyzej, jest ona spelniona dla parzystych n <
0 < a <1, gdyz dla parzystych n mamy 3

Dlan =3 oraz 0 < a < log, % ~ 0,58496 i dla dowolnych dodatnich liczb

a, b, c prawdziwa jest nieréwnos¢é (ﬁ)a + (Cia)a + (aj_b)a > 2. Jest to
udowodnione w [3]. Zatem S(3,a) = 2 dla 0 < a < log, 2. Oczywidcie dla

o > log, 3 jest S(3,a) < 2, co wida¢ na przykladzie liczb a = b= ¢ = 1. Dla
n = 3 oraz dla parzystych liczb n < 12 wszystko jest wiec jasne.

Na podstawie udowodnionej wyzej nieréwnosci S(n,a) > S(n,1) dla0 < a <1
oraz tego, co wiadomo z rozwiazania problemu Shapiro, otrzymujemy, ze
S(n,a) > 4 dla liczb nieparzystych n < 23 oraz S(n,«) = Dn dla pozostatych
wartosci n.

Kierujac sie wylacznie intuicja, postawilem hipoteze, ze S(n,a) = | %4 |
dla wszystkich n oraz 0 < a < 1 . Nie potrafie tego dowie$¢ dla zadnej
liczby n poza wskazanymi powyzeJ (czyli dla n = 3 oraz parzystych n <

O sytuacji dla pozostalych wartoéci n moge powiedzie¢ bardzo niewiele.
Jedynie dla n = 5 (najmniejsza niezbadana wartosé n) udalo mi sie pokazaé,

ze S(5,a)=3dla0 < a< %, co stanowi pelne rozwigzanie zadania 766. Dowdd
udostepniony jest na stronie Delty. Bede bardzo wdzieczny za wszelkie uwagi lub
zwigzane wyniki. Na przyktad dowody nieréwnosci postaci S(n,a) > M > &
dla nieparzystych n i mozliwie duzych a (najlepiej o > %) lub ewentualne
kontrprzyktady do uczynionych wyzej hipotez. Zapraszam do kontaktu poprzez
zamieszczony na poczatku artykulu adres poczty elektronicznej, a takze do
dyskusji w komentarzach do tego artykutu na stronie Delty. Wedlug mojej
wiedzy w literaturze ani w sieci nie ma aktualnie zadnych innych tego rodzaju
wynikow. Uzyskanie takowych moze wigc by¢ cenne, w szczegoélnosci dla oséb
zainteresowanych Konkursem Prac Uczniowskich z Matematyki im. Pawla
Domanskiego.

12).

Spadek swobodny z ksiezycowej orbity
Andrzej SOLTAN*

Sita grawitacji sprawia, ze jakikolwiek upuszczony przedmiot spada ruchem
jednostajnie przyspieszonym. Wartos¢ przyspieszenia ziemskiego znamy na
pamieé. Mozna wiec obliczy¢ polozenie ciala i jego predkosé¢ w dowolnej chwili.
Rowniez czas spadania wyznaczymy natychmiast, jezeli tylko znamy wysokosé
poczatkowa. Trudno o mniej wymagajace zadanie z dynamiki.

Rachunki sie komplikuja, gdy cialo spada z duzej wysokosci. Tak duzej, ze

nie mozemy juz przyjaé, iz przyspieszenie ziemskie jest state. Na przyktad

z wysokoéci orbity Ksiezyca. Poniewaz przyspieszenie grawitacyjne maleje

z kwadratem odleglosci, 384 750 km od Ziemi (Srednia odleglo$é Ksiezyca od
srodka Ziemi) natezenie pola grawitacyjnego Ziemi jest okolo 3600 razy slabsze
niz w poblizu jej powierzchni. Wiedzial to juz Izaak Newton, co znaczaco
pomoglo mu sformutowaé prawo powszechnej grawitacji.

Jak dtugo zatem bedzie trwal spadek swobodny w centralnym polu

grawitacyjnym Ziemi z wysokoéci orbity Ksiezyca? Promien orbity Ksiezyca
jest 60 razy wiekszy od promienia Ziemi. Wobec takiej réznicy wielkosci, dla
uproszczenia, pominmy w rachunkach rozmiar Ziemi. Dokladnie tak brzmialo
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