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Rys. 4. Przykladowe rozwigzanie
réwnania dewiacji geodezyjnych. Jedna
czastka porusza si¢ ruchem jednostajnym
wzdluz osi wigzki. Druga czastka krazy
wokoél tej osi. Warunki poczatkowe sg tak
dobrane, ze ruch jest dokladnie okresowy

wiazek Bessela, ktére zostaly nazwane grawitacyjnymi wigzkami Bessela. Wiazka
taka w pewnym otoczeniu osi wirowej ma rowniez podobne wlasnosci, jak fala
grawitacyjna emitowana przez uklad podwdjny w otoczeniu osi przechodzacej
przez $rodek masy i prostopadlej do plaszczyzny orbitalnej uktadu (w pewnym
zakresie odleglosci). W odréznieniu jednak od fali emitowanej przez uklad
podwdjny wiazka Bessela ma znacznie prostszy opis matematyczny, pozwalajacy
na $ciste analityczne rozwiazanie réwnania dewiacji geodezyjnej.

W czasoprzestrzeni opisywanej przez pewna konkretna wiazke Bessela o§ wirowa
fali jest geodezyjna, czyli czastka swobodna moze poruszaé sie dokltadnie po tej
osi, z dowolna stala predkoscia. Rozwiazujac rownanie dewiacji geodezyjnej
wokol tej geodezyjnej, mozemy zobaczy¢, jak beda poruszaé sie czastki

w jej otoczeniu. Analityczne rozwiazania tego rownania przedstawione sg na
rysunku 3. Widaé, ze trajektorie czastek oscyluja wokoél osi wirowej fali, czastki
pozostaja wiec ,,zlapane” w jej otoczeniu — nawet jak sie oddalaja, to potem
zawracaja. Mozna w dodatku tak dobra¢ warunki poczatkowe, zeby dosta¢ ruch
doktadnie okresowy, jak na rysunku 4.

Czy to ma jakie$ zastosowanie praktyczne?

Poprzedni numer Delty byt w calo$ci poswiecony przykitadom nieoczekiwanych
zastosowan praktycznych wynikéw abstrakcyjnych badan podstawowych.
Wyniki tutaj referowane sa na razie czysto teoretyczne. Taka matematyczna
ciekawostka. Nie wiadomo nawet, czy zjawisko to da sie zaobserwowaé w jakims
eksperymencie, ani czy wystepuje ono w jakich$ procesach astrofizycznych.

Na razie mozna tylko spekulowa¢. Moze ma jakie$ znaczenie w tworzeniu
galaktycznych dzetéw, czyli strumieni materii wyrzucanych prostopadle do
dysku aktywnej galaktyki, wzdtuz osi jej obrotu? Na razie ciagle zbyt mato
wiemy o tym efekcie, ale badania trwaja.

Srednie w zawodach studenckich
Bartosz BIEGANOWSKI*, Aurelia DYMEK*, Daniel STRZELECKI*

* doktoranci, Uniwersytet Mikolaja
Kopernika w Toruniu

Autorzy brali udzial w takich zajeciach —
prowadzonych przez doktora Roberta
Skibe¢ na Uniwersytecie Mikolaja
Kopernika w Toruniu, oraz startowali m.
in. w zawodach Vojtéch Jarnik
International Mathematical Competition
w Ostrawie (Czechy), International
Mathematical Competition for Students
w Blagojewgradzie (Bulgaria) oraz North
Countries Universities Mathematical
Competition w Sankt Petersburgu (Rosja)
Challenges.

Okazuje sig, ze z twierdzenia Lagrange’a
mozna wyprowadzi¢ twierdzenie
Cauchy’ego. Zachg¢camy Czytelnika do
proby przeprowadzenia tego
rozumowania.

Czytelnicy Delty zapewne znaja zawody matematyczne dla uczniéw, takie jak
Olimpiada Matematyczna lub Kangur Matematyczny. Nie wszyscy wiedza
jednak, ze konkursowe zmagania mozna kontynuowaé¢ réwniez podczas studiéw.
Na niektérych uczelniach odbywaja sie nawet specjalne zajecia, podczas ktérych
rozwiazuje sie¢ i omawia zadania konkursowe.

Przyjrzyjmy sie blizej czesto uzywanemu podczas zawoddéw studenckich
twierdzeniu o wartosci sredniej, przypisywanemu Lagrange’owi. Stwierdza ono,
ze dla funkcji ciagtej f: [a,b] — R i r6zniczkowalnej w przedziale (a,b) istnieje
punkt ¢ w przedziale (a,b) taki, ze

f) = fla) = f'(c)(b - a).

Inaczej méwiac, przyrost wartosci funkcji wyraza sie przez przyrost wartosci
zmiennej i pochodng funkcji w pewnym punkcie posrednim.

Rownie przydatne jest uogdlnienie powyzszego twierdzenia, znane jako
twierdzenie Cauchy’ego. Mianowicie, dla funkcji ciaglych f,g: [a,b] = R
i r6zniczkowalnych w przedziale (a,b) istnieje punkt ¢ w przedziale (a,b) taki,

ze
g'(©)(f(b) — f(a)) = f'(c)(g(b) — g(a)).
Zauwazmy, ze biorac w twierdzeniu Cauchy’ego funkcje g(z) = z dla kazdego «,

uzyskujemy twierdzenie Lagrange’a.

Jestedmy gotowi, aby zastosowa¢ powyzsze twierdzenia do rozwiazywania
zadan z miedzynarodowych zawodéw dla studentéw. Rozwazmy rézniczkowalna
funkcje f: [0,1] — [0, 1] taka, ze |f'(x)| # 1 dla wszystkich x z przedziatu [0, 1].
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Rozwigzanie zadania M 1622.

Skoro AB = AD oraz

¥xPAQ = xBAP + xDAQ, to istnieje
punkt jednoczesnie symetryczny do B
wzgledem AP i do D wzgledem AQ);
nazwijmy go M. Tréjkat PQM ma boki

o dlugosciach BP, DQ, PQ, a jego kat
wewnetrzny przy wierzchotku M ma
miar¢ XABP + XADQ.

Podobnie istnieje punkt IV, jednoczeénie
symetryczny do B wzgledem CP oraz

do D wzgledem CQ. Tréjkat PQN jest
przystajacy do tréjkata PQM, a kat
wewnetrzny przy wierzchotku N ma miare
*xCBP + xCDQ. Pozostaje zauwazy¢, ze
¥PMQ+ ¥PNQ =

= XABP + ¥ADQ + xCBP + xCDQ =
= 180°,

skad ¥ PMQ = ¥PNQ = 90°. Teza
zadania wynika wiec z twierdzenia

Pitagorasa zastosowanego do dowolnego
z tych dwéch trojkatéw.

Udowodnimy, ze réwnosci f(a) = a i f(8) = 1 — 3 sa spelnione dla co najwyzej
jednej pary liczb « i 8 z przedziatu [0, 1]. Zalozywszy, ze f(a) = ai f(o/) =d/
dla 0 < a < o <1, z twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy, ze istnieje ¢ € («, o)
takie, ze

o —a = f(o) - f(a) = F(O)( —a),
wiec f'(c) =1, ale to jest sprzeczne z zalozeniem |f'(z)| # 1 dla x € [0, 1].
Podobnie wykluczamy istnienie dwoch elementéw S o wlasnosci f(8) =1 — 5.
Dowdéd pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie, Ambitnemu Czytelnikowi
proponujemy pokazanie istnienia pary punktow « i 5 o powyzszych
wlasnosciach. W ten sposéb zostanie uzyskane rozwiagzanie zadania 1.
w kategorii I z 22. Zawodéw im. Vojtécha Jarnika.

Okazuje sie, ze twierdzenie o wartosci sredniej moze zostaé zastosowane takze do
rozwiazywania réwnan. Rozwazmy nastepujace réwnanie:

17° 42" =11" + 2% zeR.
Rozwiazanie tego réwnania zostalo postawione jako problem 1. w kategorii 11
podczas 28. Zawoddéw V. Jarnika.

Rozwiazanie rozpoczniemy od prostej obserwacji, ze liczba x = 0 jest
rozwiazaniem powyzszego réwnania. Przyjmijmy zatem, ze z # 0 réwniez jest
rozwigzaniem. Réwnanie mozemy przepisa¢ w nastepujacy sposéb:
(%) 17 — 11% = 8% — 2°.
Niech f:[0,00) — R bedzie funkcja okreslona wzorem f(t) = t*. Funkcja ta
spelnia zalozenia twierdzenia Lagrange’a na odcinku [2, 8]. Zatem istnieje taka
liczba t; € (2,8), ze

(8= 2)f (h) = £(8) — F(2) = 8" — 2".

Funkcja ta spelnia réwniez zalozenia tegoz twierdzenia na odcinku [11,17], wiec

Rozwigzanie zadania M 1623.

Skoro AB = AD oraz

¥xPAQ = xBAP 4 xDAQ, to istnieje
punkt jednoczesnie symetryczny do B
wzgledem AP i do D wzgledem AQ);
nazwijmy go M. Skoro [ABP] = [AM P]
oraz [ADQ] = [AMQ)], to lewa strona
dowodzonej réwnosci przybiera postac
[APCQ] + [PQM].

Podobnie istnieje punkt N, jednocze$nie
symetryczny do B wzgledem C'P oraz
do D wzgledem CQ i podobnie prawg
stron¢ dowodzonej réwnosci mozna
przepisaé jako [APCQ] + [PQN]. Do
zakonczenia rozwigzania wystarczy
zauwazy¢, ze trojkaty PQM oraz PQN
sa przystajace (cecha bok—bok—bok).

Poniewaz x # 0, to t7 "

istnieje liczba to € (11,17) spelniajaca zaleznosé

(17 —11)f'(t2) = f(17) — f(11) = 17° — 117,
Zauwazmy, ze t1 < ty. Podstawiajac otrzymane zaleznosci (przypomnijmy, ze
x jest rozwiazaniem) do réwnania , dostajemy réwnoscé

6f'(t1) = 6f'(t2),

ktéra mozemy przepisa¢ rownowaznie jako

6xt9f71 = Gxtgfl.

=t~ { w konsekwencji

o
ta

Skoro 0 < t1 < tg, to x = 1. Latwo sprawdzié, ze x = 1 jest réwniez rozwiazaniem
rownania. Zatem jedynymi rozwigzaniami sa x = 0 oraz x = 1.

Twierdzenie o wartosci Sredniej moze takze przyniesé
zaskakujaco proste rozwigzanie zadania, ktére
poczatkowo zdaje sie wymagaé zupelnie innych metod.
Wykazemy, ze jesli

n

i=0

to wielomian w(z) = apz™ + ap_12" "1 + ...+ a1x + ag
ma dodatni pierwiastek rzeczywisty. To zadanie

nie pochodzi wprawdzie bezposrednio z zawodow
matematycznych, ale jest motywowane zadaniem 2.10.1.

z bardzo dobrego zbioru zadan: T. Andreescu, R. Gelca,
Mathematical Olympiad Challenges.

Kiedy juz wiemy, ze chcemy wykorzystaé twierdzenie

o wartoéci Sredniej, to nie pozostaje nic innego, jak
znalez¢ odpowiednia funkcje. Chcemy udowodnié
istnienie punktu, w ktérym zeruje sie dany wielomian,
dlatego pierwszym stusznym pomysltem jest rozwazenie
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funkcji

@i i+
x) = E '
f(@) prd
ktérej pochodna jest wlasnie w(x). Pozostaje zauwazyd,

ze
1/~ 2
2) = - ;) =o.

UCh (; ir1” )
Zatem na mocy twierdzenia Rolle’a, ktore jest
szczegblnym przypadkiem twierdzenia Lagrange’a dla
f(a) = f(b), wnioskujemy istnienie punktu zo € (0,2)
takiego, ze w(zg) = 0.

f(0)=0 oraz

Mamy nadzieje, ze przekonalidémy Czytelnika do tego,
ze twierdzenia o wartosci $redniej moga by¢ bardzo
uzyteczne podczas rozwigzywania zadan w trakcie
miedzynarodowych zawodéw matematycznych — i nie
tylko...



