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Oto najważniejsza nierówność na świecie:5

Wskazówkidozadań

1.Podnieśćnierównośćobustronniedo
kwadratu,anastępnieprzekształcićdo
postaci

(x−y)2+(y−z)2+(z−x)2>0.
2.Tewartościtoodpowiednio1

3oraz3.
Rozwiązanieułatwiaspostrzeżenie,że
szacowanyułamekmadodatnilicznik
imianownik,bo

x2±xy+y2=(x±1
2y)2

+3
4y2.

3.Poobustronnympomnożeniuprzez2
iprzeniesieniuwszystkichwyrazówna
lewąstronęnierównościotrzymamy
(x1−x2)2+(x2+x3)2+...

...+(xn−1−xn)2+(xn−x1)2>0.
4.Możnawykorzystaćtożsamość
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∑
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5.Należynajpierwujednorodnić
nierówność:
a2+b2+c2+2√3abc(a+b+c)6

6(a+b+c)2.

Pouproszczeniupodstawienienowych
zmiennychzailoczynybc,caiabułatwia
dalszerachunki.
6.Wykazać,że
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1−a
+

1
1−b)>

2
1+c

orazdwienierównościanalogiczne,
następniedodaćwszystkietetrzy
nierównościstronami.
7.Dobrympunktemwyjściajest
nierówność(√a3+

√
b3−2

√
c3)2

>0.
8.Wystarczywykazać,żeprawdziwajest
sumatychnierówności–wtedy
prawdziwajestconajmniejjednaznich.
Tasumajestrównoważnanierówności

n
∑
i=1

(ai+
1
ai)>2n,

gdzieai=
xi−1+xi
xi+xi+1

.

9.Przekształcićdowodzonąnierówność
dopostaci

x2y2z2>(2x−1)(2y−1)(2z−1).
10.Należydodaćstronamicztery
nierównościpostaci(a+b−1)2>0.
11.Przenieśćwszystkonaprawąstronę
nierównościizapisaćwpostacisumy
dwóchkwadratów.
12.Dobrympunktemwyjściajest
nierówność

n
∑
i=1

(xi+1)(xi−
1
2

)2>0.

13.Skorzystaćznierówności

Sa−a26
1
4
S2,gdzieS=a+b+c+d,

oraztrzechnierównościanalogicznych.

x2 > 0 dla x ∈ R.

W praktyce stosuje się ją w następujący sposób. Nierówność A > B, którą chcemy
udowodnić, przekształcamy równoważnie do postaci C > 0 i próbujemy zapisać C
jako kwadrat liczby rzeczywistej bądź jako sumę kwadratów liczb rzeczywistych.

Zadania

1. Udowodnić, że dla liczb dodatnich x, y, z prawdziwa jest nierówność√
yz + zx+ xy

3 6
x+ y + z

3 .

2. Wyznaczyć najmniejszą oraz największą wartość wyrażenia
x2 + xy + y2

x2 − xy + y2

dla liczb rzeczywistych x i y, niebędących jednocześnie zerami.
3. Udowodnić, że dla liczb rzeczywistych x1, x2, . . . , xn zachodzi nierówność

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n > x1x2 + x2x3 + . . .+ xn−1xn + xnx1.

4. Wykazać nierówność pomiędzy średnią arytmetyczną i kwadratową

x1 + x2 + . . .+ xn
n

6

√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

n

dla liczb rzeczywistych x1, x2, . . . , xn.
5. Suma liczb dodatnich a, b, c jest równa 1. Udowodnić, że

a2 + b2 + c2 + 2
√

3abc 6 1.
6. Liczby dodatnie a, b, c spełniają równość a+ b+ c = 1. Wykazać, że

3a− 1
1− a2 + 3b− 1

1− b2 + 3c− 1
1− c2 > 0.

7. Udowodnić, że dla liczb nieujemnych a, b i c zachodzi nierówność
√
b3c3 +

√
c3a3 +

√
a3b3 6 c3 + 1

4(a+ b)3.

8. Niech x1, x2, . . . , xn będą liczbami dodatnimi. Przyjmijmy xn+k = xk dla
całkowitych k. Dowieść, że prawdziwa jest co najmniej jedna z nierówności:

n∑
i=1

xi
xi+1 + xi+2

>
n

2 ,
n∑
i=1

xi
xi−1 + xi−2

>
n

2 .

9. Wykazać, że dla liczb rzeczywistych x, y, z > 1
2 , spełniających warunek xyz = 1,

zachodzi nierówność
2
x

+ 2
y

+ 2
z
> x+ y + z + 3.

10. Dowieść, że liczby rzeczywiste a, b, c, d spełniają nierówność
a2 + b2 + c2 + d2 + ab+ bc+ cd+ da > 2(a+ b+ c+ d− 1).

11. Dowieść, że dla liczb rzeczywistych a, b, c, d zachodzi nierówność
(a+ b+ c+ d)2 6 3(a2 + b2 + c2 + d2) + 6ab.

12. Liczby x1, x2, . . . , xn ∈ [−1, 1] spełniają warunek x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
n = 0.

Dowieść, że
x1 + x2 + . . .+ xn 6

n

3 .

13. Udowodnić, że dla liczb dodatnich a, b, c, d zachodzi nierówność
(a+ b+ c+ d)3 6 4(a3 + b3 + c3 + d3) + 24(abc+ bcd+ cda+ dab).

25


