Relacje

Rozwigzanie zadania F 974.

Pomiary Dulonga i Petita byly
wykonywane w temperaturach bliskich
temperatury pokojowej — badali oni
pierwiastki, ktére w tej temperaturze
wystepuja w stanie stalym, to znaczy, ze
ich atomy tworza regularng siec¢
krystaliczng. W temperaturze pokojowej
glowny wktad do ciepta wlasciwego
pochodzi od drgan sieci krystalicznej.

W temperaturze T' energia drgan kazdego
z atoméw wynosi 6kT/2 = 3kT, to
znaczy: po kT /2 na kazdy ze stopni
swobody (zmiana energii potencjalnej

i kinetycznej drgan w kazdym z trzech
kierunkéw przestrzennych;
k~1,38-10723% J/K jest stala
Boltzmanna). Takie samo rozumowanie
prowadzi do wniosku, ze dla zwigzku
chemicznego w stanie stalym kazdy

z atoméw tez da wklad 3kT do energii
wewnetrznej krysztalu. Wniosek: w stanie
stalym ciepto molowe zwigzku

o m atomach w czgsteczce wynosi

w przyblizeniu 3mR (prawo
Koppa—Neumanna). Dla FeO, ¢, ~ 6R.
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Rys. 1. Gdyby a, b byly granicami
pewnego ciagu, to w kazdym

z kolorowych przedziatéw musialyby
znalezé si¢ prawie wszystkie wyrazy tego
ciggu, a to jest sprzecznosc.

Majac dane dwa zbiory A i B, relacja zdefiniowang pomiedzy tymi dwoma
zbiorami matematycy nazywaja po prostu podzbiér zbioru wszystkich par
elementow, w ktérych pierwszy jest ze zbioru A, a drugi ze zbioru B. Inaczej
moéwiac, element ze zbioru A i element ze zbioru B moga by¢ w danej relacji
lub w niej nie by¢. Relacje czesto wystepuja na Swiecie, np. posiadanie psa jest
relacja pomiedzy zbiorem wszystkich ludzi a zbiorem wszystkich psow. Czlowiek
o imieniu Dionizy jest w tej relacji z psem Dingiem wtedy i tylko wtedy, gdy
Dingo jest jego pupilem.

Szczegdlnie interesujace wydaja sie relacje zdefiniowane na jednym zbiorze, czyli
gdy A = B. Na przyktad relacja < zdefiniowana na liczbach rzeczywistych.
Liczba a jest w relacji < z liczba b, jesli a nie jest wieksze od b. Innym
przykladem jest relacja koloru zdefiniowana na zbiorze wszystkich samochoddw,
gdzie dwa samochody sa w tej relacji, jesli sa tego samego koloru. Jeszcze inny
przyklad to relacja matzenstwo zdefiniowana na zbiorze wszystkich ludzi.

Mozna badaé cechy poszczegdlnych relacji. Powiemy, ze dana relacja

jest zwrotna, jedli kazdy element jest w relacji z samym soba. Z wyzej
wymienionych przykladéw relacja < oraz relacja koloru maja te ceche (ale
malzenistwo juz nie). Relacja jest symetryczna, jesli z tego, ze element a jest
w relacji z elementem b, wynika, ze element b jest w relacji z elementem a.
Widzimy, ze relacja koloru oraz malzenstwo sa przykladami takich relacji, zas
relacja < nie jest. I w koncu, relacja jest przechodnia, jesli z tego, ze a jest

w relacji z b 1 b jest w relacji z ¢, wynika, ze a jest w relacji z c¢. Jasne jest, ze <
oraz relacja tego samego koloru sa przykladami tego typu relacji.

Relacja, ktora jest rownoczesnie zwrotna, symetryczna i przechodnia,
nazywana jest relacjg réwnowaznosci. Taka wlasnie jest relacja koloru.
Takie relacje maja wyjatkowa ceche: generuja podziat danego zbioru na
roztaczne podzbiory, ktorych kazde dwa elementy sa w relacji. W wypadku
relacji koloru jest to podzial wszystkich samochodéw na zbiory samochodéw
w poszczegdlnych kolorach: zétte, czerwone, niebieskie itd. Tak utworzone
podzbiory matematycy nazywaja klasami abstrakcji. Zauwazmy réwniez,
ze kazdy podzial rozwazanego zbioru generuje na nim relacje réwnowaznosci,
w ktérej dwa elementy sa w relacji, o ile znajduja sie w tej samej czesci podziatu.
Te réwnowaznos$¢ pomiedzy relacjami réwnowaznosci i podzialami matematycy
nazywaja zasadg abstrakcji.
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Zbieznos¢ to jedno z najwazniejszych pojeé¢ analizy matematycznej, odnoszace
sie najczesciej do ciagéw i funkeji (oraz rozmaitych obiektéw matematycznych
skonstruowanych przy ich uzyciu, np. szeregdw czy ciagdéw funkeyjnych). Tu
zajmiemy sie zbieznos$cig ciagéw liczbowych. Méwimy, ze ciag liczbowy (an)nen
jest zbiezny, jesli istnieje taka liczba a, ze dowolnie blisko niej znajduja sie
prawie wszystkie (czyli wszystkie poza skoriczona liczba) wyrazy ciagu. Innymi
stowy, jesli dla kazdego £ > 0 mozemy odrzuci¢ skoniczona liczbe poczatkowych
wyrazéw ciagu, tak by wszystkie pozostale nalezaly do przedziatu (a —e,a + €),
to méwimy, ze ciag jest zbiezny do a, i oznaczamy lim,,_, o a, = a. Z tej
definicji w tatwy sposéb wynika na przyklad, ze ciag moze mieé¢ co najwyzej
jedna granice (rys. 1).

Michat KORCH

Przykladem ciagu zbieznego jest ciag (1/n)nen, ktéry jest zbiezny do zera.
Ciagi, ktore nie sa zbiezne, nazywamy rozbieznymi. Rozbiezny jest np. ciag

o wyrazach a,, = (—1)"; istotnie, nie moze on spelnia¢ definicji zbieznosci — zaden
przedzial dtugosci 1 (co odpowiada & = 1) nie zawiera prawie wszystkich wyrazow
tego ciagu.

Warto wspomnieé o szczegdlnym przypadku ciggdéw, ktére nie sa zbiezne

— o ciggach rozbieznych do nieskoniczonosci (nazywanych réwniez ciggami
zbieznymi do granicy niewlasciwej). Sa to ciagi spelniajace nastepujacy warunek:
dla dowolnej liczby M mozna odrzucié¢ skonczenie wiele wyrazéw ciagu, tak by
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Rozbieznosé do nieskoriczonosci sumy
> N 1/n nie jest oczywista, ale dow6d
n=
tego faktu nie jest szczegdlnie trudny.
(Mozna go znalezé w ATy).

Cigglosé

—1| —1[

Rys. 2. Wykresy funkcji f1 i fo

f(a)

f(®)
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Rys. 3. Ilustracja wlasnosci Darboux

Wiasno$é¢ Darboux pozwala na przyktad
stwierdzac istnienie rozwigzan rozmaitych
skomplikowanych réwnan, bez
rozwigzywania ich. Na przyktad, zeby
udowodnié, ze istnieje (choéby jeden) z,
dla ktérego spelniona jest réwnosé

—x? + sin(nx) cos? (mz) = logy (1 + ) — 1,
wystarczy zauwazyc, ze ciggta funkcja

f(=@) =
= —a? +sin(na) cos® (rx) — logy (1 4+ x) + 1,

przyjmuje wartosci f(0) =1

i f(1) = —log, 2 < 0, zatem dla pewnego
z € (0,1) funkcja przyjmuje warto$é zero
i ten wladnie = jest rozwigzaniem naszego
réwnania.

wszystkie pozostale byly wigksze od M. Rozbiezny do nieskonczonodci jest
oczywiscie ciag a,, = n, a takze ciag o wyrazach a,, = n + (—1)".

Pojecie zbieznosci pozwala zdefiniowaé¢ sume nieskonczenie wielu liczb, czyli
szereg. Dodawanie jest dzialaniem dwuargumentowym, w jednym kroku
umiemy doda¢ tylko dwie liczby, wiec aby dodaé¢ nieskoriczenie wiele liczb,
trzeba by wykonaé¢ nieskonczenie wiele krokéw, a tego zrobié¢ nie umiemy. I tu

z pomoca przychodzi nam granica ciggu. Sume nieskoriczenie wielu wyrazow

ai +az+ -+ a, + -, zapisywana skrétowo jako Y| a,, definiujemy jako
granice sumy ciggu S, = a1 +as + -+ -+ a,, zwanego ciggiem sum czesciowych.
Mozemy zatem wyznaczy¢ sume wyrazéw ciagu geometrycznego o wyrazach ¢”,
n=0,1,2,..., dla ¢ # 1 suma czeéciowa ma postac¢ S,, = 1+q+¢+...+¢" =
— 11__‘1; (wzor ten latwo udowodni¢, mnozac obie strony réwnosci przez (1 — q)).
Dla |g| < 1 granica ciagu S,, jest réwna ﬁ
¢ < —1 nie umiemy okresli¢ szukanej sumy (bo ciag S, nie ma granicy). Warto
dodaé¢ na koniec, ze sumujac wyrazy ciagu zbieznego do zera, mozemy uzyskac
sume nieskonczong — sztandarowym przyktadem jest szereg harmoniczny,
czylisuma 14+1/24+1/34+...1/n+...

, dla g > 1 jest nieskonczona, a dla
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Cigglosc¢ funkcji — na poczatku odwotamy sie do intuicyjnego rozumienia tego
pojecia, by nastepnie je uscidli¢. Jesli funkcja rzeczywista okre$lona na przedziale
jest ciagla, to jej wykres jest ,w jednym kawaltku” (mozna go narysowaé bez
odrywania oléwka od kartki). Funkcje
1 dlaz>0 1/zdlax >0

hiw) = {—1 dla z <0 oraz  fa(z) = { —/1 dla z <0
nie s3 ciagle — w obu przypadkach g = 0 jest argumentem, w ktérym wykres
funkcji ,,rozrywa sie”; jest to tzw. punkt niecigglosci funkcji. Funkcja ciagla
nie moze mie¢ punktow nieciaglosci, czyli w kazdym punkcie swojej dziedziny
musi by¢ ciagla. Pozostaje Scidle okresli¢, co to wszystko znaczy. Ciagloé¢ funkeji
w punkcie mozna wyrazi¢ w jezyku zbieznoSci ciagéw: funkcja f : Dy — R jest
ciggta w xg € Dy, jesli dla kaZdego ciggu o wyrazach x, € Dy zbieinego do xg
ciag f(xy,) jest zbiezny do f(zp). Latwo teraz sprawdzié formalnie, przyjmujac
X, = 1/n, ze funkcje f1 i fo nie sa ciagle w zerze — ciagi o wyrazach f1(1/n) =1
(ciag staly) oraz fa(1/n) = n nie sa zbiezne do f1(0) = f2(0) = —1.

Gdy juz wiemy, czym sa funkcje ciagle, zauwazmy, ze jest ich mnéstwo

w otaczajacym nas Swiecie — przyjrzyjmy sie tylko funkcjom zaleznym od czasu:
temperatura w nagrzewajacym sie piekarniku zmienia sie w sposéb ciagty,
ci$nienie w punkcie pomiarowym réwniez, predkos¢ samochodu, nawet takiego
z super mocnym silnikiem i hamulcami, nie moze zmienia¢ sie skokowo.

Warto podkresli¢, ze o ciagglosci funkeji mozna méwié tylko w punktach jej
dziedziny. Gdyby$my przyjeli, ze dziedzina funkcji f1 i fo jest R\ {0}, to bylyby
one ciagle w kazdym punkcie swojej dziedziny, a wiec bytyby funkcjami ciagtymi
(mimo, ze ich wykresy skladaja si¢ z dwoch ,kawaltkéw”). Podobnie funkcja
tangens jest ciagla, mimo iz jej wykres ma nieskoniczenie wiele sktadowych.

Istnieja funkcje, ktére nie sa ciagle w zadnym punkcie swojej dziedziny;
sztandarowym przyktadem jest funkcja Dirichleta, ktéra przyjmuje warto$é 0
dla wszystkich argumentéw wymiernych i 1 dla wszystkich niewymiernych.

Funkcje ciagle sa bohaterami wielu waznych twierdzen matematycznych. Jedno
z nich orzeka, ze funkcja ciagla okreslona na przedziale posiada wlasnosé
Darboux, czyli przyjmuje wszystkie wartosci posrednie: dla dowolnych a,b
w tym przedziale oraz w lezacego miedzy f(a) i f(b) istnieje ¢ € [a,b], dla ktérego
f(e) = w (rys. 3). Funkcje o wlasnoséci Darboux nie musza by¢ jednak ciagte.
Istnieja takie ekstremalne przyklady funkcji, dla ktérych obraz dowolnego
przedziatlu jest cala prosta rzeczywista! Taka funkcja oczywiscie spelnia
wlasnoéé Darboux i oczywidcie nie moze by¢ ciagla (dlaczego?). Czytelniku,
czy potrafisz skonstruowac takiego potwora?

Marta SZUMANSKA



