O pewnej
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Praca nadesiana na Konkurs dotyczy nowej metody dowodzenia pewnych nieré6wnosci.

W niniejszym skrécie umieszczam jedynie wazniejsze twierdzenia (bez dowodoéw) i niektére ich
zastosowania. Oto gléwna idea mojej metody.

Chcac udowodni¢ nieréwno$é postaci

S X2 oo XY BXG s Xayiovis Xn)

postepujemy w nast¢puigcy sposob: Rozpatrujemy jedna strong nieréwnosci, np. g(x;, ..., xa),

i dokonujemy kolejnych zmian wartosci zmiennych (za kazdym razem zmieniamy wartosci tylko
dwéch zmiennych). Ten proces zmian kontynuujemy w nieskonczonosé, przy czym zmiany te Y]
tak dobrane, Ze za kazdym razem funkcja f nie zmienia swojej wartosci, funkcja g za$ przyjmuje
coraz mniejsze wartosci i ten malejacy ciag wartoéci funkcji g jest zbiezny do wartosci funkciji f;

Przystapmy teraz do precyzyjnego przedstawienia tej metody. Na wstepie podamy kilka pojeé
o charakterze ogélnym.

Definicja. Wezmy pod uwage ciagla funkcje @: P — R, gdzie P jest podzbiorem plaszczyzny R2.
a) Jezeli dla kazdego punktu (x, y) € P liczba ¢(x, y) lezy w przedziale domknigetym o kofcach x
iy, to funkcj¢ ¢ nazywamy mediang.

b) Jezeli dla kazdego punktu (x, y) € P, gdzie x # y, liczba @(x, y) lezy w przedziale otwartym
o koricach x i y, to funkcj¢ p nazywamy mediang wlasciwg (zalozenie x # y jest tutaj konieczne).

Nastepujace funkcje
x+y
glx, y) = = x,y€R,
v(x, ») = Vxy x>0,
x4\
n(X.y)=( 5 ) xy=0,p>0

sq medianami. Funkcje ¢ i % s3 medianami wlaéciwymi. Jezeli dziedzing funkcji y ograniczymy do
zbioru {(x, ) : x, y > 0}, to y tez bedzie mediang wlasciwg.

Niech @ : 4 = R bedzie mediana, a punkt (x{, ..., x7) € R" bedzie taki, ze kwadrat
o wierzchotkach (m, m), (m, d), (d, m), (d, d), gdzie m = min {x%, ..., x°}, d = max {x?, ..., x°},
jest zawarty w A.

Projekeja punktu (x9, ..., x§) wzgledem mediany @ nazywamy dowolny cigg punktéw
Xe = (x", ..., x9) € R" spelniajacy warunek :

dla kazdego k = 0, 1, 2, ... istnieje taka para indeksow i, j, gdzie 1 < i< j< n, ze

(ke = 41y k k
XD = XD = gxfh, 2§1)
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raz

FOH — 0 ody 1ok ik ).
Tak wiec Xy, 5 powstaje z X; przez ,,usrednienie” wspolrzednych x{* i xf*
za pomoca mediany g.
Jezeli za kazdym razem usredniamy najmniejszg i najwicksza wspoirzedna,
to projekcje nazywamy ekstremalng.

Jezeli dla dowolnego podziatu zbioru {1, 2, ..., n} na niepuste podzbiory 4, B i kazdej liczby
naturalnej k; istnieje taka liczba k > ko, Ze X, powstaje z X, przez usrednienie x{* i x{*,
gdzie i € A, j € B, to projekcje nazywamy normalng.

W pracy udowodnilem m.in. twierdzenia:
Twierdzenie 1. Projekcja ekstremalna jest zbiezna w R" do punktu postaci (xp, Xg, ..., Xo) € R".

Twierdzenie 2. Projekcja normalna wzgledem mediany wlasciwej jest zbiezna w R" do punktu
p05ta.c1 (xu, Xy «-e3 xo) eR".

Latwo wykazac, Ze liczba xo, wystgpujaca w obu twierdzeniach ma dla podanych poprzednio
funkcji @, v, 7 nastepujace wartosci:

X1+ ... +Xn S (xi’_-l- e +X8 )“’
n 1 R ] .

n

Teraz juz mozemy przystapi¢ do dowodzenia nieréwnoséci.

Zadanie 1. Udowodnid, Ze jezeli ay, ..., a, = 0, to

a4+ ... +a
Wl a, s SR
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Rozwigzanic zadania M 429. Mamy

Kkt 3k34 1 = (R34+2kM+ (K24 1),
k3+2k = (K2+ Dk +k,
kit =k k+1.
Zavwaimy, #e kaidy wspdiny drielnik liczb
k5 4+3k2+ 1 1 2+ 2k jest dzielnikiem &2+ 1,
oraz ze kaidy wspdiny dzielnik liczb &34 2k
i k241 jest dziclnikiem k*+ 342+ |. Tak wigc
NWD(k*+ 3k3+ 1, k* +2k) = NWD{k? + 2k,
k34 1)
Podobnie otrzymujemy
NWD(k? + 2k, k* + 1) = NWD(k3+1, k) =
= NWD{k, 1).
Ale NWD(k, 1) = I, czyli liczhy k*+3k3+1
i k?+ 2k sq weglednie pierwsze.

+ = 2
Dowdéd, Niech g(x, y) = x—zl Jak wiadomo, xy < (x_—:y_) = g(x, ¥)* o(x, y).

Stad dla dowolnych x;, ..., xs = 0,1 < i < j < n, jest
m VEi X X
< '|/x1 LR [ TS /) AR T E T 7) L

Niech (Ar)i% 0 bedzie projekcja ekstremalng punktu (ay, ..., ay) wzgledem mediany g. Oznaczajac
f(x1, ..., Xa) = V%, - ...~ x. mamy na mocy (1)

"Xn S

SA) < f(Aksr) dak=0,1,2,..
¢ 5 - a+ ... +an . - y .
Poniewaz Ai =+ (ao, ..., ao), gdzie ap = —————— , wigc na mocy cigglosci funkcji f mamy
Wl ; ; @+t ... ta,
Vai- ... ay = f(do) < f(Ar) < Jim f(4) = f(@o, ..., a0) = ao = I—T‘
—e 00

czyli to, co mielismy udowodnié.
Zadanie 2. Udowodnié, ze jezeli0 < xy < 1dlai=1,2,...,n, to

ot s

et T P
Dowéd. Niech p(x, y) = Vxy. Otéz, jezeli x, y € [0, 1], to

1 1 1 1
- < .
I+x  1+y 1+@(x, ») 1+ ¢(x, »)
Nierowno$¢ ta wynika dosé prosto z nieréwnosci
Vv (1-¥Vxm) = 0.
Stad dla dowolnych vy, ..., ya€[0,1]i1 < i < j < njest
1 1 1 1
2 + s + oo 4 =
@ 1+y, 1+, 1+ 1+ya
1 = 1 1 1

<

e e O + o v
1+@ly, y1) L+o0u, y1) 14y
Niech (Xi)eZ o bedzie projekcja eksttemalng punktu (x,, ..., x») wzgledem mediany g.

14y

Przyjmujac, ze f(y1, ..., Ya) = + mamy na mocy (2)
I+, 1+ ya
f(X%) < f(Xis1) dak=0,1,2,..
Podobnie jak w zadaniu 1 mamy
< 1 g . n n
=f(Xo)$f(Xx)$ lim f(X,):f(xo...xg): = —
o1+ k00 1+xo WL

czyli to, co mieli$my udowodnié.

Zadanie 3 (nieréwnod¢ Holdera). Udowodni¢, ze jezeli @y, b; > 0 dlai = 1,2, ..., n oraz liczby

1 1
dodatnie p i ¢ spelniaja réwnosé ; +—=1,to
q

S abe< (3 ef) (3 4.
i=1 -~ i=1 i=1
Dowod (czesciowy). Niech

x"+y" ijp x“+y" ile
q)(x: y) - ( 2 ) ¥ ‘P(x, y) i ( 2 ) .

Wowcezas mozna wykazac (dowdd pomijam; w przypadku p = g = 2 jest on szczegdlnie prosty
— W tym szczegdlnym przypadku dowodzona przez nas nierdowno$é nosi nazwe nierdwnosci
Schwarza), ze jesli a,, o,, f;, B2 > 0, to '
oy ﬁl"‘uz f2 < @loy, o2) v (B, ﬁz)“"@(alu o) ¥ (ﬁl 3 182)

Stad dla dowolnych &, ..., %a, By, ..., fn > O i dowolnych 1 < i < j < njest

3 u1ﬁ1+ +0¢tﬁ|+ +Cl;ﬂ;+ —i—a,.ﬂ'. =
< b+ o Al w)pBe, B+ ..+ @, a)p(Bi, B+ ... +0nfla
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Niech (4i){Z o bedzie projekcja normalna punktu (ay, ..., a,) wzgledem mediany . Konstruujemy
teraz projekcije (Bi)fZo punktu (by, ..., by) wzgledem mediany y: jesli Ay, , powstal z 4, przez
usrednienie wspotrzednych af*’ oraz af*’, to By, powstaje z B, przez usrednienie wspohrzednych
b{" oraz b{". Oczywiscie, projekcja (By) tez jest normalna.

Woéwezas
al+ ... +al\'*
Al =¥ (aD mEag aﬁ): g =(_I_—) »
n
b+ ... +bE\1e
By — (bo ..., bo), by = ( 1 '—-) .
n
Oznaczajac

S(@y ooy o3 Pry sy Ba) = i i .. ol
mamy zgodnie z (3)
f(Ax; By) < f(Ax1; Bryy) dlak=0,1,2, ...
Stad i z ciggtosci funkcji £ mamy

2 aibe = f(Ao; Bo) < lim f(Ay; BY) = (@, ..., av; bo, -... bo) =
i=1 -0

of+ o + VP LN BN B 8
. =n( s & ) ( . ) 2(,-;1“,)” (;bg)m.

Przy dowodzeniu réznych nieréwnosci stosowaliémy rézne mediany. Skad wiadomo, jaka
mediang zastosowaé przy dowodzie konkretnej nieréwnoéci? Nierownosci dowodzone

w zadaniach 1 i 2 s3 postaci

4 falay, ...;an) < galay, ..nan)  n=1,23,..

Oté6z mozna uzasadnic, ze jezeli taka nierownosé da sie udowodni¢ wyzej prezentowang metoda,
to mediana ¢ musi speinia¢ warunek )

(5) L(o(x, »), plx, ») = ga(x, »)

(w przypadku zadan 1 i 2 mediana @ rzeczywiscie spelnia ten warunek). Tak wigc cheac
udowodni¢ nieréwnos¢ (4) wpierw wyznaczamy mediane z warunku (5).
Nie zawsze jednak nieréwnoé¢ (4) daje si¢ udowodni¢ wyzej opisana metoda.

W przypadku zadania 3 sytuacja jest trochg inna, gdyZ wystepujaca tam nieréwnosé nie jest
nierédwnoscig typu (4). Mozna si¢ jednak dopatrzy¢ duzych podobienstw i uogélnié
warunek (5) na inne rodzaje nieréwnosci.

Prezentowana metoda dowodzenia nieréwnosci nadaje si¢ do dowodzenia nieréwnosci innych
typow (oczywiscie pie wszystkich), mozna bowiem z powodzeniem znajdowaé jej modyfikacje.

_ Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 427. W wierzcholku tréjkata stoi pionek. Przestawiamy go do losowo wybranego jednego

z pozostalych wierzchotkéw (szanse wyboru kazdego sposrod dwoch sasiednich wierzcholkéw sa
réwne). Niech p, oznacza prawdopodobieristwo tego, ze po n krokach pionek stoi w wyjéciowym
wierzchotku. Znalezé lim p,.

n—00

Rozwigzanie na str. 5

M 428. Na-kuli o promieniu r opisano wieloécian o polu powierzchni §. Znale#é jego objetosé.
Rozwigzanie na str. 6

M 429. Wykazac, ze dla dowolnej liczby calkowitej k liczby k® 42k i k*+3k*+1 sa wzglednie
pierwsze.
Rozwiazanie na str. 13

Redagujq mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wiodzimierz ZIELICZ

F 192. Wewngtrz umocowanej, przewodzacej, nie naladowanej kuli o promieniu R znajduje sie
kuliste wydrazenie o promieniu r, ktérego srodek pokrywa sie ze érodkiem kuli, Jakg minimalna
predkoé¢ nalezy nadac znajdujacej si¢ w érodku kuli czastce o masie m i ladunku g, aby po
przejéciu przez waski otwor w kuli odleciala w nieskoficzono$é?

Rozwigzanie na str. 5

F 193. Kulke metalowa oéwietlono $wiatlem o czestoéci v wigkszej od czgstosci granicznej dla
zjawiska fotoelektrycznego. Kulka znajduje si¢ w prozni, a jej promien wynosi ». Jaki ladunek
ustali si¢ na kulce, jezeli praca wyjscia dla metalu, z ktérego jest ona wykonana, wynosi W?
Rozwigzanie na str. 4 . . '
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