Kacik olimpijski (22) Pierwiastki laiicuchowe

Niech & > 1 bedzie ustalona liczba rzeczywista. Rozwazmy ciagi (an) i (by)
okre$lone rekurencyjnie wzorami

by=2, ay=[D2-b], bppr=0—-a, dlaneN
(symbol [!] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od ). Zauwazmy
najpierw, ze wszystkie wyrazy ciagu (b, ) sa dodatnie. Istotnie, mamy

bnyr = bi =il = b!?l = [b;‘!, —ba] > bi o= (bi —bn) =bn,

a stad wynika, ze b, > by > 1. Skoro tak, to mamy takze b2 > b,, a wiec a, sa
nieujemnymi liczbami calkowitymi.

Errata

Tresé gadania 6. z zawodow stopnia
y XLIX Ohmpiady
Matemntyesne| stormulowana blgdnie

P1erwWsZemy

Rozwazmy teraz ciag (x,) okreslony wzorem

Prawidlowe sformulowanie jest

nastepulace
6. W tréjkacie ABC, w ktdrym T = \/ﬂq +r/aa+ -+ fa, dlaneN.

IB > AC. punkt I2 jest srodkiem

bokn BC', punkt F lety na boku A¢.  Dla n, k naturalnych, 1 < k < n, oznaczmy &, = \/ay + \/a&._].] + oo Sl
Punkty P i @ sa odpowiednio Wykazemy, ze dla kazdego k = 1,2,...,n, przy ustalonym n € N, zachodzi
reutami prostokatnymi punktow R A 1
B i FE na prosta AL Udowadnic, b
2 BE = AF 4+ AC wtedy i tylko (1] bk B —— n+l )
wiedy, gdy AD = PQ. : 11‘1 (65 35)
H ‘4,1
Za utrudnienia zwinzane 2 tym bledem i=k
serdecznie preepraszamy, Termin Dla k = n istotnie tak jest, bowiem b,, — \/a, = (b;‘; —an)/(bn + \/E)

nadaylania roswiazan zadania 6.

bty - i 1 Znn = \/@n, a zatem z definicji bpy1 mamy by, — &p pn = b1 /(bn + Tnn).
10 grudnia 1997 r. y i i i & i
’ Zalézmy prawdziwoéé réwnosei (1) dla pewnego k. Dla & — 1 mamy wdwezas, na

) h“”-”f'.,; ‘*""“";*f mocy zalozenia indukeyjnego, ;
Chvmpaady Matematyezney & %
2 D
bk-—l_'t'k.—ljn = (bk +ak—~l)_(ak—l+ ﬂ'k+"'+wauj

bp-1—Tp—1n =

b1+ Zp_1n b1+ ak_1n
. bk - 'rk,ﬂ. . bn+l . bﬂ.+1
= b T - LU - n )
=1 -1 (Br—1 4 @r—1,0) [T(hi + 2in)  TT (b + @in)
i=k i=k—1

co koriczy dowéd indukeyjny (prosze zauwazyé, ze byta to indukecja do tiyhu).
W szezegdlnoscel, dla k& = 1 réwnosc (1) przyjmuje postac

(2) 2=y = ot

. T1(bi + i)

i=1
Poniewaz b; > by = 2, a liczby x; ,, sa nieujemne, wiec mianownik utamka
po prawej stronie mozna oszacowaé z dolu przez x". Z drugiej strony,
bng1 = b2 — [b2 —b,] < b2 — (b2 — b, — 1) = b, + 1, a stad przez indukeje
dostajemy b, 41 < by +n = & + n. Ostatecznie, z réwnosci (2) otrzymujemy

r+n
| — 2, < :
= T
Wobec nieréwnosei & > 1 mamy lim (2 + n)/2" = 0. Zatem ciag (z,,) jest

i—00
;& zhiezny do r. Udowodnilidmy w ten sposob
Rozwigzanie zadania F 465. Twierdzenie.
Prayimujac, ze prawdopodabienstwa

Dla kazdej liczby rzeczywistej & > 1 istnieje taki cigg (an) liezb catkowitych

nteujemnych, ze ciqg x, = \/a.l +\Jas + -+ Sa, jest zhiezny do a.

dow, ot |'z,\f|-1n|_|-_--1u_\' z ¥ wsk ste 3
w ohjetodel v podlega statystyce Poissana Przyklady‘ ’
S (a) Dlaz =3 mamy by =3 =bs=bs=...oraza; =[3°-3]=6=as=az=...
) == Ogdlnie, dla dowolnej liczby naturalnej n > 1, mamy
gdzie ¢ jest drediia licsba eze

wobjgtoger v. Wiedsge

rozklacdu Poissona Pin;w) wynosi »,

71.:\/n3—n—1— n?—n+yvn2—n--...

» = (b) Gdy & = (1 + /5)/2 jest wspélezynnikiem zlotej proporeii, wszystkie wyrazy
P = (’_“) B! A ciagu a, sa rowne 1.

dostajemy
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