Filmik demonstrujacy opisane w tekscie
do$wiadczenie mozna odnalezé na stronie
deltami.edu.pl
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*uczenn V LO im. Ksiecia Jozefa
Poniatowskiego w Warszawie

e z gumy Bartosz SMOCZYNSKI*

Jak znalez¢ e na gitarze? Nawet poczatkujacy gitarzysta wie, ze przy
standardowym nastrojeniu wtasnie taki dzwiek wydaja dwie skrajne struny.
My jednak bedziemy szukaé innego e, a mianowicie pewnej znanej i przydatnej
stalej matematycznej. Powiedzmy, ze z jakiego$ powodu chcemy poddaé probie
wytrzymatosé strun. W tym celu krecimy kotkiem do momentu, w ktéorym
dlugos$é nawinietej na niego czesci struny bedzie taka sama, jak dlugosé czesci
nienawinietej. Pytanie brzmi: ilukrotnie w takim procesie musiataby rozciagnaé
sie struna? Aby udzieli¢ na nie odpowiedzi, rozwazymy analogiczna sytuacje,

w ktorej zamiast strun przygladamy sie gumie.

Uzbréjmy sie zatem w diugi pas rozciagliwej gumy, ktorej jeden koniec
unieruchamiamy w poczatkowym punkcie zaczepienia O. Drugi koniec
wyposazamy w uchwyt, by dato sie ja swobodnie rozciggaé. Potrzebna tez
bedzie powierzchnia (np. stél), na ktorej ktadziemy gume tak, aby mozna

byto wygodnie mierzyé¢ odlegtosci. Zwroéémy uwage, ze rozciagganie gumy nie
zmienia stosunku odleglosci miedzy umieszczonymi na niej punktami. Scislej, dla
pewnego punktu P, zaznaczonego na gumie, jesli d(t) oznacza jego odleglosé od
punktu zaczepienia O w chwili ¢, a L(t) dlugosé gumy, to zachodzi proporcja

d(ty) _ d(t2)
(1) L(ty)  L(ty)’

Mozna wiec wprowadzi¢ wielko$é¢ ¢ = %, opisujaca umiejscowienie punktu
na gumie, niezalezng od rozciggnigcia gumy. Rézniczkujac rownanie d = ¢L
wzgledem ¢, mozna otrzymaé wyrazenie na predkosé d punktu P
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= L(t)L(t) =d(t)(InL(t))".
W odleglosci » od O umiesémy teraz nad guma stykajacy sie z nia, swobodnie
obracajacy sie walec, ktérego o przytwierdzona jest do stotu. Rozciagajaca
si¢ pod nim guma be¢dzie powodowala jego obrét. Za pomoca wstegi materiatu
umieszczonej miedzy walcem a guma mozemy zmierzy¢ dtugosé drogi, jaka
przebyt punkt dowolnie ustalony na obwodzie walca (rys. 2) i wielkos¢ te
oznaczymy przez Az. Przyjmijmy, ze rozcigganie przebiega w przedziale
czasowym (o, t1). Okazuje sie, ze wygodnie bedzie obliczy¢ szukana wartosé,
zaczynajac od wyznaczenia predkosci v(t) przesuwania sie gumy pod walcem
w dowolnej chwili ¢. Z (2) mozna wywnioskowaé, ze
o(t) = r(InL(t)) .
Aby wyznaczy¢ przesuniecie Az, pozostaje scatkowaé funkcje v(t) wzgledem
czasu w przedziale (to,t1), otrzymujac Az = rln (Ly/Lo), gdzie Lo = L(to)
i Ly = L(t1). Zapiszmy uzyskany wynik w postaci
Ax Ll
(3) = In Ty
Pasek materiatu mozemy teraz wyposazy¢ w skale, na ktorej za jednostke
przyjmujemy r. W ten sposob odczytana tam niemianowana wartosé¢ x bedzie
wynosita %. Umiesémy tez w punkcie koncowym K wskaznik, ktorego
przesuniecie bedziemy mierzy¢ na drugiej skali, nieruchomej wzgledem O,
o jednostce Lg. Jej wskazanie D bedzie wiec wynosié f—(‘) (rys. 3). W ten sposob
zaleznosé (3) mozna uprosci¢ do postaci
r=1InD D =¢".
Powyzszy zwiazek miedzy wskazaniami na skalach pozwala nam wiec na
doswiadczalne wyznaczenie liczby e (poprzez rozciaganie do chwili, gdy wartosé
na skali pierwszej wyniesie 1 i odczytanie wyniku na skali drugiej) lub, na
przyklad, In2 (poprzez dwukrotne rozciggniecie gumy i odezytanie wyniku na
skali pierwszej).

dla dowolnych t¢1,t5 > 0.

d(t) = qL(t)

czy tez

Zalezno$é (3) mozna réwniez wyznaczy¢ za pomocs muiej formalnego
rozumowania, ktére nie wymaga caltkowania funkcji. Pot6zmy walec na koricu
gumy, a miedzy nim a poczatkiem gumy umie$émy w rownych odstepach N
punktéw pomiarowych i oznaczmy je, zaczynajac od tego najblizej O, przez
a1, az,...,an (rys. 4). Niech 7; bedzie momentem przejscia punktu a; pod

14



walcem. Obrot walca Az bedziemy wyznaczaé, sumujac sktadowe obroty dx;,
z ktorych kazdy mierzony jest od chwili 7,41 do chwili ;. Przez L; oznaczymy
dtugosé gumy w chwili 7;. Zauwazmy, ze dla wystarczajaco duzej liczby N
warto$¢ dr; mozna przyblizy¢ przez % Oczywiste jest, ze w chwili 7; miedzy
walcem i poczatkiem gumy znajduje sie ¢ punktéw pomiarowych, co z uwagi
na rownomierne rozmieszczenie punktow pomiarowych na gumie (rys. 5)

daje proporcje: i/N =

Lo/ L;. Jesli konicowa dtugosé gumy wyniosta Ly, to

N : z powyzszej proporcji wynika, ze rozciaganie zakonczylo sie w chwili ¢ = [N f—fj
! Wobec tego mozemy obliczyé
T as N N N Ny
e et R KCEID VIS S M ST O
i i

o— | o =N 2] i=|N 2] i=|N 2] =N 7]

! | Lo W tym miejscu mozemy zastosowaé oszacowanie Zfil % ~ In N, skad wreszcie,

P 7 pomijajac znak czedci catkowitej:

i L

Rys. 5 Az = Ly lnN—lnNL?>,

co jest rownowazne z (3).

Powstaje naturalne pytanie, czy nasze urzadzenie mozna ulepszy¢ w taki sposob,
by demonstrowalo dziatanie funkcji wyktadniczej dla argumentéw zespolonych.
Teoretycznie jest to mozliwe. Pas gumy zastepujemy kwadratowa, gumowsa,
ptachta, unieruchomiong w jednym punkcie, wzgledem ktoérego moze sie ona
obraca¢. Jej rozciaganie bedzie sie odbywaé¢ rownomiernie w obu kierunkach,
rownoleglych do krawedzi ptachty. Takze pas materialu uzywany do pomiaru
nalezy zamieni¢ na materialowa plachte. Obie skale uzupelniamy o o$ urojona,
a w miejscu walca umieszczamy kule dociskajaca material do gumy. Podczas
ruchéw gumy material ma sie przesuwaé, ale nie obracaé¢. Zatézmy, ze w wyniku

pewnego obrotu i rozciagniecia gumy znajdujacy sie na niej wskaznik zostat
przemieszczony do punktu z, a wynik odczytany na skali materiatowej wyniost x.

e® = e e = |z|(cos p + isin )
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Brzydka prawda

Wieloscian wypukly, ktérego $ciany sa jednakowymi
wielokatami foremnymi, moze mie¢ Sciany trojkatne,
czworokatne lub pieciokatne. Ostatnie dwa przypadki
realizujg sie tylko w postaci szeScianu i dwunastoscianu.
Pozostale trzy wielosciany foremne reprezentuja pierwszy
przypadek (czworoscian, o§mioscian i dwudziestoscian),
ale nie sg one jedynymi wieloScianami wypuktymi,
ktorych sciany sa trojkatami réwnobocznymi — np.
»gorna” i ,dolna” piatka $cian dwudziestoscianu sktada
sie na dziesiecio$cian przypominajacy dysk.

Oznaczmy przez w liczbe wszystkich wierzchotkéw wieloscianu,

w; — liczbe tych wierzchotkéw, w ktorych zbiega sie ¢ $cian (oczywiscie
i =3, 4 lub 5), przez k liczbe krawedzi i przez s liczbe Scian.

Aby znalezé¢ wszystkie takie wielosciany, mozna
rozumowacé tak:

3s = 2k = 3wz + 4wy4 + Sws,

bo kazda $ciana ma trzy krawedzie, a kazda krawedz
nalezy do dwoéch Scian, a takze taczy dwa wierzchotki.
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Wykorzystujac wezesniejsze rozwazania oraz fakt, ze obrét gumy o kat ¢
przeklada sie na zmiane odczytu na skali materialowej o iy, mozna stwierdzi¢,
ze wowczas z = e”. Nasza konstrukcja w naturalny sposéb rozszerza wiec
definicje funkcji wykladniczej na zespolone argumenty. Niestety, jej wykonanie
w warunkach domowych nie wydaje sie¢ mozliwe i nalezy ja rozpatrywaé raczej
w kategoriach doswiadczenia myslowego niz propozycji do samodzielnego

Mam nadzieje, ze niniejszym tekstem choé¢ na chwile wyprowadzitem e z krainy
matematycznych abstraktow i przekonalem Czytelnika, ze nie trzeba wielkiego
wysitku, aby samemu je ,upolowa¢” w otaczajacej nas rzeczywistosci.

Poniewaz na dodatek w = w3 + w4y + w5, wiec wstawiajac
to do wzoru Eulera: w — k + s = 2, dla wygody
pomnozonego przez 6, otrzymujemy

6(w3 +w4+ws ) 73(3’(1)34»471}4 +5w5)+2(3w3 +4w4+5w5) = 12,

czyli 3wz + 2wy +ws = 12.

To réwnanie ma 19 rozwigzan w liczbach naturalnych:
4,0,0; 3,1,1; 3,0,3; 2,3,0; 2,2,2; 2,1.4; 2,0,6; 1,4,1; 1,3,3;
1,2,5; 1,1,7; 1,0,9; 0,6,0; 0,5,2; 0,4,4; 0,3,6; 0,2,8; 0,1,10;
0,0,12.

Niestety, tylko osiem z nich (zaznaczone sg kolorem)
odpowiada wielogcianowi wypuklemu (te grubsza
czcionka to foremne).

I tu jest miejsce na zwrot brzydka prawda: fakt ten nosi
dumng nazwe twierdzenie Freudenthala—van der
Waerdena, ale mimo naturalnej materii, jakiej dotyczy,
nie ma dotad naturalnego i eleganckiego dowodu.

Wiec moze ktorys z Czytelnikow?



