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Analiza na kostce dyskretnej
Krzysztof OLESZKIEWICZ®, Lukasz RAJKOWSKI"

Kostka dyskretna wymiaru n nazywamy {—1,1}", czyli zbiér wierzchotkéw
kostki [—1, 1]™, stanowiacej n-wymiarowy odpowiednik szeScianu. Rozwazmy
na niej dziatanie mnozenia po wspotrzednych,

(-TlaIZa .. ‘,In) : (y17y27 LRI 7yn) = (xlylyx2y27 e amnyn)

Nietrudno sprawdzié, ze dla dowolnych wierzchotkow kostki u, v, w:

e u - v réwniez jest wierzchotkiem kostki oraz (u-v) - w=wu- (v-w),

eu-(1,1,...,1)=(1,1,...,1) - u =u, czyli (1,1,...,1) jest ,wierzcholkiem
neutralnym” przedstawionego dzialania,

eu-u=(1,1,...,1), zatem dla kazdego wierzcholka istnieje ,wierzcholek
odwrotny”, czyli. .. on sam,

e u-v=10-u,wzwigzku z czym badane dzialanie jest przemienne.

Przedstawione wlasnosci czynig z kostki dyskretnej z mnozeniem

po wspélrzednych grupe przemienng. Na skoniczonych (a takze, ogdlniej, lokalnie
zwartych) grupach przemiennych mozna uprawiaé analize harmoniczng — jak
zaraz zobaczymy, na kostce dyskretnej wystarczy do tego bardzo elementarny
jezyk.

Przyporzadkujmy kazdemu z wierzchotkéw liczbe rzeczywista. Mozemy
oczywiscie zrobi¢ to na wiele réznych sposobéw i kazde takie przyporzadkowanie
jest niczym innym, jak funkcjg okreslona na kostce dyskretnej. Majac

do dyspozycji dwie takie funkcje, f i g, wprowadzmy ich iloczyn skalarny, czyli
sume iloczynéw wartoéci tych funkcji, rozciagajaca sie¢ po wszystkich

2™ wierzchotkach:
(o)=Y fl@)g).
ze{-1,1}"
Kazdy wierzcholek ma n wspélrzednych, wiec dla kazdego A C [n] mozemy
rozpatrzy¢ funkcje, ktéra wierzchotkowi przyporzadkowuje iloczyn
wspélrzednych o wskaznikach ze zbioru A, tzn. funkcje

wa(z) = H T
i€A
Przyjmujemy ponadto wy = 1. Oczywiscie, funkcji tych jest doktadnie tyle co
podzbioréw [n], czyli 2. Dla A # () mamy

(1) > walz)=0.
ze{—1,1}"
Aby sie o tym przekonaé, wybierzmy dowolng liczbe k € A i zauwazmy, ze
wa(x1, .. o1, =1, Thg1y .oy Bn) = —waA(T1, oo, Th1, L, Tt 1y - - o, T,

zatem skladniki sumy (1) mozna pogrupowaé w ,anulujace si¢” pary. Dla
dowolnych A, B C [n] i dowolnego wierzcholtka z mamy tez

(2) wA(x)wB(x):HasiHaci: H Z; H 7 H T =

i€A i€EB i€A\B i€ANB  i€B\A
= H T4 H Ti = H x; = wa-p(x),
i€A\B i€B\A i€A+B

gdzie A+ B = (A\ B)U (B \ A). Réwnosci (1) oraz (2) pozwalaja tatwo sprawdzié,
ze jeSli A # B, to (wa,wp) =0, a (wa,wa) = 2™. Funkcje wa dla A € [n] tworza
zatem uklad ortogonalny. Nietrudno udowodnié, ze jest to uktad zupelny, tzn. kaZdg
funkcje f: {—1,1}" — R mozna w dokladnie jeden sposéb przedstawi¢ w postaci
sumy ZAg[n] aswa, gdzie [n] = {1,2,...,n}, za$ (a4)ac[n) 58 wspéiczynnikami
rzeczywistymi. Sumy takie, zwane rozwinieciami Fouriera—Walsha, pelnia

na kostce dyskretnej role zblizong do tej, ktéra w klasycznej analizie
harmonicznej odgrywaja rozwiniecia funkcji okresowych w trygonometryczne
szeregi Fouriera, tj. szeregi postaci ag + Y., an cos(nt) + > o, b, sin(nt).
Nieco wiecej na ten temat mozna przeczytaé w [1].
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Wiéréd funkeji okreslonych na kostce dyskretnej szczegdlne zainteresowanie
budza w ostatnich latach funkcje przyjmujace tylko wartosci —1 i 1. Kazda
funkcje f: {—1,1}" — {—1,1} mozna bowiem naturalnie utozsamié¢
z podzbiorem f~1(1) zbioru wszystkich podzbioréw zbioru [n]. To jednoznaczne
[1] K. Oleszkiewica, O pewnym przyporzadkowanie przydaje sie w badaniu zagadnien kombinatorycznych,
zastosowaniu analizy harmonicznej  natomiast z punktu widzenia informatyki teoretycznej ciekawsze jest rozumienie

ﬁ;ﬁzm\’éf;‘ifff;ﬁiﬁff"ﬁﬁﬁzame f jako procedury, ktéra z n bitéw danych wejsciowych (input) tworzy jeden bit

27 (2001), 44-45 (dostepne on-line).  wyniku, co odpowiada rozmaitym procesom decyzyjnym czy klasyfikacyjnym.
2 iJ'ergéwéjgsgﬁf}“gzw;me O przydatnosci tego typu rozwazan pisal w Delcie 4/2015 Andrzej Dabrowski.
extensions of the FKN theorem, Badaniem funkeji f: {—1,1}" — {—1,1}, ktére bliskie sa funkcjom afinicznym,

ma niebawem ukazaé si¢ . . . ’ . . . .
w ogdlnodostepnym internetowym zajmujemy sie réwniez na Wydziale Matematyki, Informatyki

czasopiSmie Theory of Computing. 1 Mechaniki UW ([2])

Prawdopodobienstwo i podzielnos¢

Wybieramy jedna liczbe ze zbioru {1, 2, 3,..., n} tak, Wydaje sie, ze jest to mozliwe dla bardzo wielu n.
ze prawdopodobienstwo wyboru liczby m z tego zbioru Mozna jednak to zrobié tylko dla n € {2, 3, 4, 6}.

jest réwne p, 201 > p, =1 Dlan =2 mamy p; = &, p» = 1.
m=1

, . Dlan =3 mamy p; = ¢, p2 = 2, p3 = =
Okreslamy dla k € {1, 2, 3,..., n} zdarzenia losowe Ay, 6 27 3
polegajace na tym, ze wylosowana liczba jest podzielna Dla n = 4 mamy p; = é, Po = %7 pg = %’ Py = i
przez k. 5 L L L

Dla n = 6 mamy p, = §>p2 =12 P3= 5 P4= g

Rozwazmy nastepujacy problem: D5 =3, D6 = %

Dla jakich n > 2 mozna okresli¢ liczby p, tak, aby dla Zachgcam Czytelnika do kontynuacji proby okreslenia
wszystkich k bylto P(Ay) = +? liczb p,,, dlan = 5: ps = %, Py = i, .

Edward STACHOWSKI

i Zadania Redaguje Urszula PASTWA
- ] M 1489. Znalez¢ liczbe wielokrotnoséci 1001, ktére mozna zapisa¢ w postaci

10™ — 10™, gdzie n oraz m sa liczbami catkowitymi spelniajacymi
1 <m < n<2016.
Rozwiazanie na str. 6

M 1490. Udowodnié, ze istnieje 5000 liczb 10-cyfrowych podzielnych przez 17,
takich ze kazda z nich mozna otrzymac¢ z dowolnej z pozostalych poprzez zmiane
kolejnosci cyfr.

Rozwiazanie na str. 12

okregu, wiedzac, ze AB=BC =CD =1oraz DE=FEF =FA=2.

. Rozwiazanie na str. 17
Przygotowat Michat NAWROCKI
F 901. Dane sa dwie sprezyny, wykonane z takiego samego materiatu, kazda
skladajaca sie z jednakowych, nastepujacych po sobie zwojow. Srednice sprezyn
wynosza odpowiednio 3 i 9 mm, ich dtugoéci 1 i 7 cm, a $rednica drutu,
z ktorego sa wykonane, to 0,2 i 0,6 mm. Wspdlczynnik sprezystosci pierwszej
sprezyny wynosi k = 14 N/m. Ile wynosi wsp6lczynnik sprezystosci drugiej

sprezyny?
Rozwiazanie na str. 16

! , M 1491. Szeéciokat ABCDEF jest wpisany w okrag. Oblicz promien tego

F 902. Piteczka pingpongowa opuszczona bez predkosci poczatkowej

z wysokosci H na nieruchoma rakietke odbija sie na wysoko$é¢ 0,64 H. Chlopiec
podbija periodycznie taka pileczke pionowo do géry tak, ze po kazdym uderzeniu
wznosi si¢ ona na wysoko$¢ h = 0,9 m powyzej rakietki. Z jaka predkoscia
rakietka porusza si¢ ku gérze w momencie uderzenia? Przyjmujemy, ze masa
rakietki jest duzo wieksza od masy pilteczki.

Rozwiazanie na str. 7
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