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W tym artykule ilustrujemy potege logarytméw w projektowaniu efektywnych
algorytméw i obliczen. Myslenie, w tle ktérego stoi logarytm, ukryty lub widoczny,
nazwaliSmy mysleniem logarytmicznym. Stanowi ono jedng z podstawowych
kompetencji niezbednych przy efektywnym rozwiazywaniu rzeczywistych probleméw
informatycznych. Pokazujemy réwniez — co moze by¢ ciekawe dla nauczycieli
matematyki — jak wprowadzi¢ pojecie logarytmu, nie odwolujac si¢ do matematycznego
formalizmu, a postugujac sie koncepcyjnym modelem redukcji rozmiaru problemu

w kazdym (lub w co drugim) kroku co najmniej o polowe. Moze Cie zdziwié, ze ta idea
prowadzaca do logarytmu wystepuje w algorytmie Euklidesa, ktéry zostal opisany
niemal 2000 lat przed wynalezieniem logarytmu przez Napiera.

Krétko po wynalezieniu logarytmu Edmund Gunter w 1620 roku utworzyt skale
logarytmiczna, a z polaczenia dwéch takich skal William Oughtred w 1622 roku
zbudowal suwak logarytmiczny. Oryginalnie, suwaki stuzyly do wykonywania mnozenia
(patrz rys. 1) i dzielenia, inne skale na suwakach stuza do podnoszenia do kwadratu
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Rys. 1. Sposéb obliczania iloczynu 2 - 3 = 6 za pomocy suwaka logarytmicznego.

i do wyciggania pierwiastkéw kwadratowych, do obliczania trzecich poteg

i pierwiastkow trzeciego stopnia, do obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych

i do wielu innych obliczen. Jeden z najbogatszych suwakéw, Faber Castell 2/83N,
zawiera az 21 skal. Budowano suwaki podluzne, okragte i ze skalami nawinietymi

na cylindry, by méc wydtuzy¢ ich dlugosci dla osiagniecia doktadniejszych wynikéw —
skala na cylindrycznym suwaku Fullera ma dtugosé¢ 12 metréw.

Dodajmy tutaj, ze Napier wynalazt rowniez tak zwane paleczki Napiera, ktore stuza

do mnozenia liczb, nie majg one jednak nic wspélnego z logarytmami. Postuzyty
natomiast Wilhelmowi Schickardowi do zbudowania w 1624 roku pierwszego kalkulatora
mechanicznego.

Rok 1972 to poczatek agonii suwakow — zaczely je wypieraé stworzone z ich pomoca
kalkulatory elektroniczne. Ponad 40 milionéw wcze$niej wyprodukowanych suwakéw
stalo sig¢ nagle bezuzytecznych i obecnie stanowi gtéwnie eksponaty kolekcjonerskie.
Dzisiaj jednak nie mozna wyobrazi¢ sobie zajmowania si¢ informatyka,
bez przynajmniej ,otarcia” si¢ o logarytmy, co ilustrujemy w tym artykule.

* ok ok
Funkcje nie sg obiektami matematycznymi lubianymi przez uczniéow, zwlaszcza gdy sa
wprowadzane w sposéb formalny jako przeksztatcenia (odwzorowania). Wsréd nich
yhajgorsza stawa’ cieszy sie logarytm, bo nie dos¢, ze jest to funkcja, to na dodatek jest
to funkcja odwrotna. Jednakze do zrozumienia tego, o czym tutaj piszemy, nie bedzie
potrzebna znajomo$¢ pojecia logarytmu.

W przesztosci uzasadnieniem dla postugiwania si¢ logarytmami, byty wlasciwosci,

ktore leglty u podstaw jego wprowadzenia do obliczen. Logarytm ulatwia wykonywanie
ztozonych obliczen dzigki zastapieniu dziatan multiplikatywnych (takich jak mnozenie

i dzielenie) przez dziatania addytywne (dodawanie i odejmowanie). Nie tak dawno jeszcze,
w szkotach postugiwano si¢ tablicami logarytmicznymi, a na uczelniach i w zaktadach
pracy przyszli i zawodowi inzynierowie korzystali z suwakéw logarytmicznych. Obecnie
logarytm pelni role tzw. mental tool — narzedzia myslowego, sposobu rozumowania.

Rozwazmy pie¢ nastepujacych pytan:

o Ile nalezy przejrze¢ kartek w stowniku, aby znalezé poszukiwane hasto?

e Ile miejsca w komputerze (a dokladniej ile bitéw) zajmuje liczba naturalna?

e Jak szybko mozna wykonywaé potegowanie dla duzych wykladnikéw poteg?

e Ile trwa obliczanie najwiekszego wspdlnego dzielnika dwéch liczb za pomoca
algorytmu Euklidesa?

o Ile krokéow wykonuje algorytm typu dziel @ zwyciezaj uruchomiony na danych
o n elementach?
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Wspolna cechg odpowiedzi na te pytania jest to, ze nie mozna ich udzielié,

nie dotykajac logarytmu, posrednio lub bezposrednio, a ponadto wyjasnienie tych
odpowiedzi stuzy lepszemu zrozumieniu pojecia logarytmu i jego roli w projektowaniu
efektywnych algorytméw.

Znajdz szybko hasto w slowniku, odgadnij ukryta liczbe. Papierowa ksigzka
telefoniczna ma 1000 stron. Jak znalezé numer telefonu do pana Skarbka, aby
przegladnaé mozliwie najmniejsza liczbe stron w tej ksiazce? Zapewne szybko
wpadniesz na pomyst, ze najlepsza metoda jest podzial pliku stron, na ktérych moze
by¢ numer telefonu pana Skarbka, na potowe i odrzucenie tej polowy, w ktérej

na pewno nie ma informacji o panu Skarbku. Ten podzial jest kontynuowany, az
pozostanie tylko jedna strona, na ktorej moze sie znalez¢é numer telefonu pana Skarbka.
Jest to tak zwane poszukiwanie binarne lub przez polowienie.

W dwuosobowej grze w odgadywanie liczby z podanego przedzialu, pomyslanej przez
jedng z oséb, w ktorej druga osoba moze zadawaé pytania ,czy pomys$lana liczba jest
wigksza czy mniejsza niz x” réwniez mozemy zastosowaé¢ podobng strategie. Jesli kazde
pytanie bedzie dotyczyto wartosci x lezacej w potowie aktualnego przedziatu, w ktérym
znajduje sie poszukiwana liczba, to liczba pytan niezbedna do odgadniecia pomyslanej
liczby bedzie réwna liczbie potowien oryginalnego przedziatu.

Przy okazji warto zwréci¢ uwage na nastepujace kwestie:

e Bardzo wazny jest alfabetyczny porzadek nazwisk w ksigzce telefonicznej i liczb
w przedziale. Jak ci si¢ wydaje, ile stron nalezaloby przejrze¢ w 1000-stronicowej
ksigzce telefonicznej, by znalez¢ nazwisko wiasciciela telefonu o numerze 12345677

e W przypadku stownika, w ktérym chcemy znalezé hasto zaczynajace sie poczatkowa
litera alfabetu, na ogét probujemy znalezé poszukiwane hasto na poczatkowych
stronach stownika. Taka metoda nazywa sie interpolacyjnym poszukiwaniem — na ogot
dziala szybciej, niz binarne poszukiwanie (wiecej na ten temat znajdziesz w ksiagzce
M.M. Systo, Algorytmy, WSiP 1997; Helion 2014).

Binarna reprezentacja liczb i rozmiar liczby w komputerze. Zapewne wiesz, jak
otrzymacé binarng reprezentacje liczby naturalnej n. Taka reprezentacja jest generowana
w trakcie podziatu liczby n i otrzymywanych ilorazéw przez 2. Rozpoczynamy

od podzielenia n przez 2 i reszte z tego dzielenia r (0 lub 1) przyjmujemy za najmniej

n_4q r znaczacy bit w reprezentacji. Nastepnie powtarzamy te procedure dla ilorazu ¢ tak
23 111 dhugo, jak dlugo iloraz q jest wiekszy od 0. Na przyktad, dla n = 23 otrzymujemy
11 5 1 . .

5 9 1 101115 jak w tabeli 2.

2

1 é (1) Czy zastanawiale$ sie, z ilu bitéw sklada sie binarna reprezentacja dziesietnej liczby

naturalnej n, lub inaczej, jak duza pamie¢ w komputerze zajmuje liczba n?

By odpowiedzie¢ na to pytanie, zatézmy, ze n zajmuje k bitéw i okreslmy, jaka jest
najmniejsza i najwigksza liczba zajmujaca doktadnie k bitéw. Najwigksza taka liczba
sktada sie z k bitéw réwnych 1, czyli

Tabela 2: Tworzenie reprezentacji
binarnej

(111... 1) =2F"1 42" 24 42242t 420 =9F 1.

7 drugiej strony, najmniejsza liczba reprezentowana doktadnie na k bitach ma tylko
jedng jedynke na najbardziej znaczacej pozycji. Stad otrzymujemy nastepujace
nieréwnosci:

2Pl _1<ng2b -1,

Dodajmy 1 do wszystkich stron tych nieré6wnosci i wezmy logarytm log,. Otrzymamy:
k—1<logy(n+1) <k.
Poniewaz liczba bitéw k jest liczba naturalng (catkowita dodatnia), mamy:
k= [log,(n +1)],

gdzie [z] jest sufitem liczby z, czyli réwna si¢ najmniejszej liczbie naturalnej wiekszej
lub réwnej x. Z tej czesci rozwazan mozemy wyciaggnaé wniosek, ze naturalna liczba n
zajmuje w pamieci komputera okoto log, n bitéw — ta liczba jest czesto przyjmowana
za komputerowy rozmiar liczby n. Zauwazmy, ze poszukiwanie binarne w przedziale
zawierajacym n liczb odpowiada tworzeniu binarnej reprezentacji liczby n, liczba
krokéw w takim poszukiwaniu wynosi okoto log, n.

Mozemy teraz algorytmicznie zdefiniowaé log, n jako:
Logarytm log, n jest réwny liczbie krokéw, jakie potrzebujemy by zmniejszy¢ n do 1,

dzielge sukcesywnie przez 2.
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n [logy n]
128 7
1024 10

65 536 16
1048576 20
1010 34
10%9 167
10100 333
10200 665
10300 997
10500 1661

Tabela 3: Liniowy i logarytmiczny wzrost
wartosci

L -]

Rozwigzanie zadania M 1441.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku
(K,L,M, N to $rodki odcinkéw).

C

E M A

Niech a oznacza dlugo$é¢ boku pigciokata
oraz d — dlugosé przekatnej.
Z podobienstwa tréojkatow ABC i BXC
mamy a/d = (d — a)/a, skad
ad = d*> — a®. Z podobienstwa trojkatow

ANO i ALX otrzymujemy

\/1—(d/2)? (d—a)/2
() = -

a
skqda (-17(1 )7(r]7r1) =
=d?> +a® — 2ad = d* +LL 72((127a ).
W takim razie ((1(1)2 = a? + d?. Wreszcie
z podobienstwa tréjkatéw AMO i XKC
i () mamy

1 d—a }
= a2 =44/1—(d/2)?,

\/1—(a/2)?

skad 1 = 16 — 4a” — 4d> + ad* =
=16 — 3a?d?, wige (ad)? = 5.

O znaczeniu i ,potedze” logarytméw i funkcji logarytmicznej w informatyce, a ogdlniej
— w obliczeniach decyduje szybko$é wzrostu jej wartosci, nieporéwnywalnie mata
wzgledem szybkosci wzrostu jej argumentu, co ilustrujemy w tabeli 3. A zatem dla
liczb, ktére majg okoto stu cyfr, wartosé logarytmu wynosi tylko okoto 333.

Szybkie podnoszenie do potegi. Podnoszenie do potegi jest bardzo prostym,
szkolnym zadaniem. Na przyktad, aby obliczyé 3%, wykonujemy trzy mnozenia
3-3-3-3. A zatem w ogdlnoéci, aby w ten sposéb obliczyé warto$é potegi ™, nalezy
wykonaé¢ n — 1 mnozen: o jedno mniej niz wynosi wyktadnik potegi. Czy ten ,szkolny”
algorytm jest na tyle szybki, by obliczy¢ na przyktad wartosé¢ potegi:
12345678912345678912345678912345

)

ktéra moze pojawié sie przy szyfrowaniu metoda RSA informacji przesytanych
w Internecie?

Oszacujmy, ile czasu bedzie trwato obliczanie tej potegi, jesli zastosujemy szkolny
algorytm, czyli ile czasu zabierze wykonanie 12345678912 345678912 345678912 344
mnozen. Przypusémy, ze dysponujemy superkomputerem, ktéry dziata z szybkoscia
jednego petaflopa, zatem wykonuje okoto 10'® operacji na sekunde. Obliczenie
powyzszej potegi bedzie trwato

12345678 912345678 912 345 678 912 344/10"° s &~ 391478910 lat ~ 4 - 10° lat.

Jesli taki algorytm bylby stosowany do szyfrowania naszej poczty w Internecie, to nigdy
nie otrzymaliby$émy zadnego listu. Dodajmy, ze w praktycznych sytuacjach konieczne
jest obliczanie poteg o wykladnikach, ktére maja kilkaset cyfr.

Postaramy si¢ teraz tak wykonywaé potegowanie, aby w kazdym kroku wyktadnik
zmniejszyl sie okoto o potowe. W tym celu zauwazmy, ze jezeli n jest liczba parzysta,
czyli na przyktad n = 2k, to 22* = ()2, a gdy n jest liczba nieparzysta, czyli
n=2k+1, to 2%+ = (ka) - . Na przyktad, by obliczyé wartosé z2%, postepujemy
nastepujaco:

.T23 — (1‘22) T = ((1‘11)2

)= 2)
2 29 2 (e

Zatem warto$é potegi 23 moze byé obliczona przy uzyciu 7 mnozefi (podnoszenie
do kwadratu to jedno mnozenie).

Dr= (")) 2)?) @ =
)%

Oszacujmy, ile mnozen jest wykonywanych w takim algorytmie dla dowolnego n.

W tym celu poréwnajmy binarna reprezentacje liczby n = 23 = 10111, z kolejnodcia
wykonywania mnozen w tym algorytmie, patrzac od prawej do lewej. Nietrudno sie
przekonad, ze z wyjatkiem najbardziej znaczacej pozycji w reprezentacji binarnej
wyktadnika n, kazdemu bitowi o wartosci 1 odpowiada mnozenie przez x, a kazdej
pozycji odpowiada podniesienie do kwadratu. A zatem, liczba mnozen potrzebnych
do obliczenia wartosci ™ za pomoca powyzszego algorytmu jest réwna liczbie pozycji
w binarnej reprezentacji liczby n minus 1 plus liczba bitéw réwnych 1 w tej
reprezentacji takze minus 1. Poniewaz, jak wiemy, dlugos$¢ reprezentacji binarnej
liczby n wynosi okoto log, n, liczba mnozen potrzebnych do obliczenia wartosci =™
wynosi okoto 2log, n.

Sprawdzmy, jaki to da efekt, gdy n = 12345678 912345678 912345678912 345. W tym
przypadku 2log, n < 207. Zatem zamiast czekaé 4 - 10% lat, wynik mozemy otrzymaé
wykonujac nie wiecej niz 207 mnozen! To szokujace osiagniecie naszego algorytmu!

Na podstawie tabeli 3 widaé, ze obliczenie wartosci " dla n z setkami cyfr wymaga
wykonania kilka tysiecy mnozen, co na zwykltym komputerze trwa utamek sekundy.

Przedstawiony algorytm mozna zapisa¢ w postaé¢ rekurencyjnej:

1 dlan =0,
2" = { (z"/?)? dla parzystego n,
(z"') -z dla nieparzystego n.

Algorytmy potegowania sa dobitna ilustracjg stéw Ralpha Gomory’ego, naukowego
szefa firmy IBM: Najlepszym sposobem przyspieszania pracy komputeréw jest obarczanie
ich mniejszq liczba dzialan. Czyli prawdziwe przyspieszanie obliczen osiggamy dzieki
efektywnym algorytmom, a nie szybszym komputerom, a w tym konkretnym przypadku,
dzieki zastgpieniu algorytmu liniowego przez algorytm o zlozonosci logarytmicznej.
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n m r;
34 21 13
21 13 8
13 8 5
8 5 3
5 3 2
3 2 1
2 1 0
Tabela 4. Obliczanie wartosci
NWD(34, 21)
n
(@)
n
®)

Rys. 5. Geometryczne uzasadnienie faktu,
ze reszta z dzielenia n przez m jest
nie wigksza niz n/2.

Algorytm Euklidesa a metoda polowienia. Okazuje si¢, ze Euklides byl bliski
wynalezienia logarytmu, niemal 2000 lat przed tym, jak zrobit to John Napier.
Algorytm Euklidesa jest jednym z najstarszych znanych algorytméw. Stuzy

do znajdowania najwiekszego wspdlnego dzielnika (w skrécie NWD) dwoch liczb.

W tabeli 4 sa zamieszczone wyniki obliczen tego algorytmu w trakcie znajdowania
NWD(34,21). W ogdlnodci, algorytm Euklidesa generuje nastepujacy ciag reszt (trzecia
kolumna w tabeli 4):

ri=mn, To=m, r1, T2, ..., =0,
Te reszty sa generowane zgodnie z nastepujacym ciagiem réwnosci:

r_1 = qro + r1, gdzie 0 < r1 < 1o,
To = q271 + T2, gdzie 0 < 2 < 711,

Th—2 = QrTk—1 + Tk, gdzie 0 < rp <7rgp_1,

i ostatecznie NWD(n, m) = ri_1. Pierwsza réwno$é¢ odpowiada pierwszemu wierszowi
w tabeli 4, a ostatnia — ostatniemu wierszowi. Ilorazy ¢; i reszty r; w tych réwnosciach
spelniaja rownosci:

qi = Ti—2 div Ti—1, r; =7ri—o mod 1;_1.

Powstaje teraz pytanie, ile krokow wykonuje algorytm Euklidesa, by obliczy¢ wartosé
NWD(n, m). Pewna sugestia moze wynikna¢ z poréwnania liczb w pierwszej i trzeciej
kolumnie w tabeli 4. Mozna zauwazy¢, ze w kazdym wierszu liczba w trzeciej kolumnie
jest co najmniej dwa razy mniejsza niz liczba w pierwszej kolumnie, a zatem reszta r;
w réwnaniu r; = r;—2 mod r;_1, jest co najmniej dwa razy mniejsza niz r;_s.

Uzasadnienie tego faktu jest bardzo proste, jesli postuzymy sie rozumowaniem
geometrycznym (rys. 5). A zatem, chcemy pokazaé, ze reszta r z dzielenia n przez m
nie jest wieksza niz n/2. Rozwazmy dwa przypadki:

(a) m < n/2 — poniewaz reszta nie jest wieksza niz m, wiec wynosi co najwyzej n/2;
(b) m > n/2 — reszta wynosi n —m, a n —m nie jest wigksze niz n/2.

A zatem, w ciagu reszt generowanym w algorytmie Euklidesa kazda reszta jest

co najmniej dwa razy mniejsza niz reszta, ktéra wystepuje w tym ciagu o dwie pozycje
wczesniej. Przypomina to ciag liczb generowany przez algorytm poszukiwania
binarnego, z wyjatkiem tego, ze generowany ciag moze by¢ w najgorszym przypadku
dwa razy dtuzszy. Waznym wnioskiem jest wigc stwierdzenie, ze:

Algorytm Euklidesa oblicza NWD(n,m) dla n > m w co najwyzej 2logy n krokach.

Pewnym wyzwaniem jest pytanie dla jakich liczb n i m algorytm Euklidesa wykonuje
najwieksza mozliwg liczbe krokéw (dwie takie liczby zostaly uzyte w naszym
przyktadzie). Odpowiedz moze byé zaskakujaca.

Liczby Fibonacciego. Tendencja do zastgpowania algorytmoéw o zlozonosci liniowej
przez algorytmy o ztozonoéci logarytmicznej, zilustrowana algorytmem szybkiego
potegowaniem, wystepuje w wielu innych problemach algorytmicznych, np. przy
wyznaczaniu wartosci liczb Fibonacciego. Klasyczna zaleznosé rekurencyjna, definiujaca
liczby Fibonacciego, moze byé¢ wykorzystana do podania algorytmu liniowego, ktory
dodatkowo unika wielokrotnych, takich samych odwotan rekurencyjnych.

Aby otrzymaé w tym przypadku algorytm o zlozono$ci logarytmicznej, nalezy postuzyé
sie uktadem dwoch zaleznosci rekurencyjnych, w ktérych indeksy liczb Fibonacciego
po prawej stronie sa redukowane o okoto potowe. I ponownie, jak powyzej, by uniknac
wielokrotnych takich samych wywotan rekurencyjnych, nalezy rekurencje zrealizowaé
jako iteracje.

Fo=0, Fi=1 Fo1=F +F., Fa=2F_1F,+F;.

Wiecej na ten temat mozna znalezé w ksiazce M.M. Systo, Piramidy, szyszki i inne
konstrukcje algorytmiczne, WSiP 1998; Helion 2015.

Metody podziatu i ograniczen. Wszystkie algorytmy zaprezentowane w tej pracy
bazuja na idei metody dziel i zwyciezaj. W informatyce istnieje bardzo wiele
algorytméw bedacych realizacja tej idei. We wszystkich przypadkach to podejscie
algorytmiczne wprowadza do ogdlnego wyrazenia na ztozonosé obliczeniowg
rozwiazywanego problemu jedynie logarytmiczny czynnik. Tak jest na przyktad

w przypadku sortowania przez binarne umieszczanie czy sortowanie przez scalanie.
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