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W Delcie nr 9 z 2012 r. pojawito sie zadanie: Udowodnié, Ze dla réznych liczb
dodatnich a,b i liczby calkowitej n > 1 zachodzi nierdwnosé
1 bn+1 _ an+1 an + pn
n+1l b—a < 2
Jest tez tam dowdd nieréwnodcei. Cheiatbym dodaé uzasadnienie geometryczne,
czy tez wyjasnic jej znaczenie geometryczne.

Przepiszmy nieréwnosé¢ w postaci
1 n+1 n+1 1 n n

n—!—l.(b a )<2~(b a)(a™ +b").
Bez straty ogoélnosci rozwazan mozna przyjaé, ze a < b. Otéz prawa strona to
pole trapezu o podstawach a™, b™ i wysokosci b — a. Lewa to (zacienione) pole
pod wykresem funkcji ™ ograniczonej do przedzialu [a,b]. Poniewaz funkcja z”
jest $cisle wypukla na pélprostej [0, 00), wiec jej wykres znajduje sie pod
dowolna cieciwa. Oznacza to, ze obszar pod wykresem jest zawarty w trapezie
o wierzchotkach (a,0), (b,0), (b,0™) i (a,a™). No i czego tu dowodzi¢?

Po rozwiazaniu podanym w miesigeczniku jest uwaga o nieréwnosci
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Niech ¢ = “TH’. Tym razem pole pod wykresem funkcji ™ ma okazaé si¢ wigksze
od pola prostokata o podstawie b — a i wysokosci (42)"™ = ¢™. Wynika to
pola p q p y 2 y
z tego, ze jesli 0 < h < ¢, to
(W) "= (c=h)" < (c+h)"—c",

co jest rownowazne nieréwnosci
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wigc wynikajacej natychmiast ze Scistej wypuklosei funkeji ™. Z nieréwnosci (W)
wynika od razu, ze symetria wzgledem punktu (¢, ¢™) przeksztalca obszar szary
na zbiér zawarty, ale niewypelniajacy obszaru kolorowego, wiec nieréwnosé

jest prawdziwa.

Wypuklo$é funkeji ™ na pélprostej [0, 00) mozna wywnioskowaé z tego, ze
jej pochodna, czyli na™ !, jest $cidle rosnaca na [0, 00) lub — jedli ktog nie lubi
pochodnych — z ciggtosci funkeji ™ i nieréwnoéci
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prawdziwej dla réznych liczb dodatnich x,y. Mozna jej dowies¢ indukcyjnie.
Krok indukcyjny polega na pomnozeniu obu stron nieréwnosci

1, ., " x—i—yn
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przez liczbe dodatnia
anrl + yn+1
i stwierdzeniu, ze

n n+1
(l,n+1_|_yn+1) <l‘+y> > (xn+yn) <l‘+y> ,

2 2
czyli
2(z" My > (2" +y") (@ +y).
Ostatnia nieréwnos$é jest réwnowazna takiej (2™ — y™)(z — y) > 0 prawdziwej
w oczywisty sposob.
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