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Zadanie M 768. Znalez¢ wszystkie trojki liczb naturalnych k, m, x > 1,
spelniajace réwnanie

l+z+2°4.. . +2F =1 +2)™ (1)

Chcialbym przedstawié¢ kilka uwag dotyczacych tego zadania.

Réwnanie (1) jest szczegblnym przypadkiem stawnego réwnania
Nagella-Ljunggrena (zwanego dalej réwnaniem NL), czyli réwnania
diofantycznego:

" —1

T = y?  w liczbach catkowitych z > 1,y > 1, n > 2, ¢ > 2. (2)
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Znane sg trzy rozwiazania tego réwnania:
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oraz hipoteza, ze nie ma innych rozwiazan.

Jest to wciaz (listopad 2018) hipoteza, jednak na temat réwnania NL
udowodniono niemato. Powolujac sie na pewne takie wyniki, podamy ponizej
trzy fakty, z ktérych kazdy jest znacznie mocniejszy niz nasze twierdzenie.

Fakt 1. Rownanie NL nie ma rozwiazan takich, ze y = 1 (mod x).

Nawet nieco wigcej méwi Twierdzenie 1, udowodnione w pracy Bugeaud et al.
[2000].

Fakt 2. Jezeli liczby x,y spelniaja réwnanie NL, to liczby y i 1 + = sa wzglednie
pierwsze. Z jednym tylko wyjatkiem, przypadkiem réwnania NL, gdy:
n=4,q=2,x =7,y = 20.

Jezeli bowiem liczby y i 1 4+ x nie sa wzglednie pierwsze, a rownanie NL jest
spelnione, to liczba n jest parzysta. Wiadomo natomiast, ze jedynym
rozwiazaniem réwnania NL z parzystym n jest wlasnie to podane wyzej. W
zrodtach jest podane, ze dla n podzielnych przez cztery dowdd byl znany juz
dawno, Ljunggren [1943]. Gdy za$ n jest liczba parzysta, niepodzielna przez
cztery, wynika to prawie natychmiast z twierdzenia, ktére potwierdza stawna
hipoteze Catalana (osiem i dziewieé to jedyne nietrywialnie potegi rézniace sie o
jeden). To udowodnione ostatecznie dopiero w XXI wieku twierdzenie jest tak
znane, ze rezygnujemy tu z podawania Zrédet. ) Mamy mianowicie:

(3)

Clearly, the greatest common divisor of x™ — 1 and x™ + | is at most 2, and is
2 only if x is odd. But in this case (x™ — 1)/(x — 1) 1s odd, and the two factors
in the left-hand side of (3) are coprime. Consequently. x™ + 1 is a ¢-th power
in any case. By the proof of Catalan’s Coniecture [91]. this never happens.

Wedlug Twierdzenia 1 z pracy Bugeaud and Mihailescu [2007], jezeli istnieje
rozwiazanie rownania NL rézne od tych trzech znanych, to najmniejszy dzielnik
pierwszy liczby n jest réwny co najmniej 29.



Fakt 3. Réwnanie ”’::11 = (1 4 2)y? nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych
n’ q? m? y > 2'

Nie jest to réwnanie NL, ale (jak sie okazuje) sprowadza sie do takiego. Gdyby
bowiem istnialo rozwiazanie, to n jest liczba parzysta, wiec ™ — 1 dzieli sie przez
22 — 1, skad wynika, ze pewne réwnanie NL ma rozwiazanie, gdy = (w tym
réwnaniu NL) jest kwadratem liczby calkowitej. To ostatnie jest jednak
niemozliwe, co udowodniono w pracy Bugeaud [1999].
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