Pierscien

W pierscieniu Z jedyne idealy sg postaci
nZ={n-a | a € Z}. Ideal nZ jest
maksymalny, jesli |n| jest liczbg pierwsza.
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Rozwigzanie zadania M 1597.
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Dodajac stronami te dwie réwnodci,
uzyskujemy a + b = —(a + b), czyli
a+b=0.

Latwo sprawdzié, ze liczby a, b
spelniajace zalozenia zadania rzeczywiscie
istnieja (np. @ = b = 0), wiec znaleziona
warto$é 0 istotnie jest osiagalna.

Warto sprawdzié, ze jedyne grafy ze stabilizatorem réwnym Sx to graf pelny
oraz graf pusty. Zachodzi tez réwnanie |Gr| - |G - T'| = |G|. Wynika stad, ze

im wieksza orbita, tym mniejszy stabilizator, a ponadto: liczby |Gr|, |G - T| sa
dzielnikami G. Znacznie bardziej skomplikowane jest sprawdzenie, ile jest orbit,
czyli ile elementéw ma zbiér M/G. Tym niemniej czasem mozna powiedzie¢ co$
o orbitach, majac bardzo niewiele danych:

Lemat. Jesli p jest pierwsza, grupa G ma p* elementéw i dziala na zbiorze M,
ktory ma niepodzielng przez p liczbe elementéw, to istnieje element staly, tzn.
I'e M taki, Ze g- T =T dla wszystkich g € G.

Dowdd. Faktycznie, M jest sumg orbit, a rozmiar kazdej orbity dzieli |G| = p*.
Jedli zadna orbita nie jest jednoelementowa, to rozmiar kazdej jest podzielny

przez p, zatem i |[M| jest podzielna przez p. Sprzeczno$é. A wiec istnieje T' takie,
e G- T = {T'}. O

Zamiast graféow mozna podobnie analizowaé¢ inne obiekty. Jesli bedziemy patrzec
na przestrzenie liniowe, to otrzymamy teorie reprezentacji, jesli na ciala (patrz
ponizej), to teorie Galois, itd. Wreszcie, aby lepiej zrozumieé¢ same grupy, warto
badaé¢ dzialania grup na grupach.
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Kolejnym fundamentalnym pojeciem algebraicznym sa pierscienie. Zostaly one
wprowadzone pod koniec XIX wieku z nadzieja na pomoc w udowodnieniu
Wielkiego Twierdzenia Fermata. Jak wiadomo, zostalo to uczynione dopiero

w 1995 roku, wiec przez dlugi czas nadzieja ta byta plonna.

Modelowym przykladem pierscienia jest zbiér liczb catkowitych Z. Formalnie,
pierscien przemienny R to zbiér z dzialaniami dodawania, odejmowania

i mnozenia, przy czym spelnione sa naturalne wlasnosci: R z dodawaniem

i odejmowaniem jest grupa, jest rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania,
a mnozenie jest taczne i przemienne i posiada jedynke.

Inne przyktady pierscieni przemiennych to Q lub R z naturalnymi dziataniami.
Przyklad z innej po6iki: jesli X jest przestrzenia metryczna (patrz str. 6) lub
ogolniej przestrzenia topologiczna, to zbiér C(X,R) wszystkich ciaglych funkcji
z X do R jest pierscieniem przemiennym.

Ideal w pierScieniu przemiennym A jest to podgrupa I C A taka, ze a-i € I dla
wszystkich a € A oraz i € I. Ten warunek gwarantuje, ze w zbiorze A/I da sie
sensownie mnozy¢; tzn. ze A/ jest pierécieniem przemiennym. W tym sensie
ideal odpowiada podgrupie normalnej. Ideal I C A jest maksymalny, jesli nie
istnieje ideal J C A taki, ze I C J. Kazde A posiada przynajmniej dwa idealy: A
oraz {0}. Méwimy, ze A jest cialem, jesli nie posiada zadnych innych idealéw,
np. Q, R sg ciatlami, lecz Z nie jest cialem.

Jedli X jest przestrzenia topologiczna i x € X, to podzbiér

m, = {f € C(X,R)| f(z) = 0}
jest idealem maksymalnym. Co wiecej, je$li X jest zwarta przestrzenia (dla
przestrzeni metrycznej zwarto$¢ oznacza, ze kazdy ciag zawiera podciag zbiezny),
sa to jedyne idealy maksymalne w C(X,R). Zatem jesli kto$ roztargniony
zgubi swoja ulubiong przestrzen topologiczna X, ale bedzie pamietaé¢, jaki
jest pierscien B funkcji cigglych na tej przestrzeni, to moze zrekonstruowaé¢ X.
Mianowicie, punktami X beda idealy maksymalne w B, a zbiory domkniete to
zbiory idealéw maksymalnych postaci V(E) = {m | m D E}, gdzie E C B jest
podzbiorem.

W latach piecdziesiatych Alexandre Grothendieck zaproponowal, by te operacje
»odzyskiwania” X z B przeprowadzaé dla dowolnego pierscienia B; niekoniecznie
pochodzacego od X. Doprowadzilo to do powstania teorii schematéw, ktora
ostatecznie miala wielki udziat m.in. w dowodzie Wielkiego Twierdzenia
Fermata. Po stu latach pierécienie mialy swoj rewanz!
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