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Symetria w algebrze
Barttomiej BZDEGA

Niech A = {a,b,c,d,e}. Rozwazmy funkcje o : A — A, okreslona nastepujaco:
ola)=d, o(b)=c, o(d)=a, o(e)=0.

Zwréémy uwage, ze wsrdéd wartosci funkeji o kazdy element zbioru A wystepuje

doktadnie raz. Odwzorowania o tej wlasnosci bedziemy nazywaé permutacjams

zmiennych. Dzialaja one w naturalny sposéb na wyrazeniach algebraicznych, na
przyklad opisana wyzej o robi to tak:

a’b+ b2c+ PAd+ d’e + €%a

o(c) =e,

—  d?c+ e+ e?a+ a’b+ bid.

Wyrazenia algebraiczne otrzymane z danego poprzez permutacje zmiennych
bedziemy nazywac jego symetrycznymi wersjami. Jedli wszystkie symetryczne
wersje sa rowne, to wyrazenie nazywamy symetrycznym. Dla jasnosci, wyrazenie
ab + bc + ca jest symetryczne, a wyrazenie ab + bc + cd + da nie jest. Pojecie
symetryczno$ci mozna intuicyjnie rozszerzy¢: réwnanie jest symetryczne, jesli
kazda jego symetryczna wersja jest mu réwnowazna, podobnie nieréwnosé, uktad
rownan itp.

Przez zapis T = (x,y) rozumiemy, ze 7(x) = y, 7(y) = z oraz 7 jest identycznoscia
na wszystkich pozostalych zmiennych. Taka permutacje nazywamy transpozycjq.
Aby sprawdzié¢ symetrycznosé, mozna ograniczy¢ sie do transpozycji jednej
zmiennej ze wszystkimi pozostalymi, czyli przyktadowo dla wyrazenia

ab + bc + c¢d + da bylyby to (a,b), (a,c) i (a,d).

Jedli z symetrycznego réwnania lub ukladu réwnan wywnioskujemy jakakolwiek
wlasno$é¢ jego niewiadomych, to spelnione sg takze wlasnosci do niej
symetryczne, ktére mozna udowodni¢ w pelni analogicznie. Takie rozumowanie
stosujemy w zadaniach 1, 3,51 9.

Wraz z kazdym rozwiazaniem symetryczne rownanie lub uklad ma rozwiazania
powstale przez jego permutacje. Pojawia si¢ to w zadaniach 2, 31 7.

Wobec powyzszego w zadaniach z algebraiczna symetria mozemy na poczatku
rozwiazania narzuci¢ pewien porzadek wsréd niewiadomych, gdyz rozwigzania
nieuporzadkowane dostaniemy poprzez permutacje uporzagdkowanych. Zabieg ten
mozna przesledzi¢ w zadaniach 4, 6, 7, 8 i 10.

Zadania

uklady rownan w liczbach rzeczywistych.

r+y+z =1

Rozwiazaé¢ ponizsze

Y 4+ 22 =3x—1

1. 22422 =3y—1 2. 22 +y?+22=1
224+y?=32-1 2y +2 =1
3 = |y — 2| yt 42t = 2"

3. Xy =z — 17 4. Q A 4at =y

zSZ‘x_y| x4+y4=z7

5. Suma kwadratéw dowolnych trzech liczb sposréd a, b, ¢,d, e > 0 jest réwna
sumie szescianéw dwdch pozostatych. Wyznaczy¢ te liczby.

6. Udowodnié, ze zt(x — y)(x — 2) + y'(y — 2)(y — 2) + 2'(z — 2)(2 —y) > 0 dla
x,y,z =201t >0 (nier6wnosé Schura).

7. Liczby a, b1 ¢ sa naturalne. Iloczyn dowolnych dwoéch sposréd nich daje
reszte 1 z dzielenia przez trzecia. Wyznaczy¢ te liczby.

8. Wyznaczyé najwieksza mozliwg warto$é wyrazenia min{a, b, ¢} — max{ab, bc, ca}
dla liczb rzeczywistych a, b i c.

9. Liczby rzeczywiste x, y i z spelniaja warunki: |z| < |y — z|, Jy| < |z — 2],
|z] < |z — y|. Dowiesé, ze jedna z nich jest réwna sumie pozostalych.

10. Rozwiazaé¢ réwnanie a? + b? + ¢ = 2abc w liczbach naturalnych.
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