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Claeo
SYMETRYCZNE

Moéwimy, ze zbiér X jest zamkniety ze
wzgledu na pewne dziatanie, jesli wynik
tego dzialania wykonanego na
elementach X jest elementem X.

Na przyktad zbiér Q, jak i kazde inne
cialo, jest zamkniety ze wzgledu na
dodawanie, odejmowanie, mnozenie

i dzielenie przez niezerowe elementy.
Natomiast zbidr liczb catkowitych nie jest
zamkniety ze wzgledu na dzielenie, wigc
nie jest cialem.

Symetrie ciat i grupy: teoria Galois
Maria DONTEN-BURY*

Ponizsza opowie$é¢ byla na tyle wazna dla mtodego, zaledwie dwudziestoletniego,
matematyka Evariste’a Galois, ze poswiecil ostatni dziei przed pojedynkiem,
aby spisaé ja w lidcie do przyjaciela. Niestety, nie dostal od losu szansy

na kontynuowanie swoich prac, ale jaki$ czas po jego $mierci matematycy
zrozumieli znaczenie jego pomystéw. Slady teorii, z ktérej zarysem Czytelnik
zapozna¢ sie moze w dalszej czesci artykutu, odnalezé mozna w wielu gateziach
wspolczesnej matematyki. Jej bezposrednim nastepstwem jest wiele efektownych
rozwigzan problemoéw, ktérych ludzkosé szukata przez setki lat: nierozwiazalnosé
(przez pierwiastniki) réwnan wielomianowych stopnia 5 lub wyzszego,
niekonstruowalnos$é¢ pewnych wielokatéw foremnych (cyrklem i linijka), a takze
niewykonalno$é klasycznych konstrukeji geometrycznych, czyli podwojenia
szeScianu, trysekcji kata i kwadratury kota.

Pierwiastki wielomianéw. Zbiér liczb wymiernych Q jest przydatny

i przyjazny uzytkownikowi, ale jednak mocno wybrakowany. Zwykle dostrzegamy
jego braki, patrzac na dopuszczalne rozwiniecia dziesietne: liczby wymierne
moga mieé tylko skonczone lub okresowe od pewnego miejsca rozwiniecia. Tym
razem spojrzmy na ten problem z punktu widzenia wielomianéw. Znajdzmy, na
przyklad, pierwiastki wielomianu x? — 2. Dostajemy dwie mozliwosci: 2 = /2

i # = —/2. Zadna z nich nie jest liczba wymierna — przeczyloby to podstawowym
wlasnosciom podzielnosci. Stad wniosek, ze zbiér Q jest za maly, zebyémy mogli
znalez¢ wewnatrz niego rozwiazania dla wszystkich réwnan wielomianowych
majacych wymierne wspétezynniki, czyli w pewnym sensie pochodzacych od tego
zbioru.

Ta wlasnosé potrafi dawacé jeszcze ciekawszy efekt: jesli chcemy znalezé
pierwiastki wielomianu x2 4 1, to musimy wyjéé poza zbiér liczb rzeczywistych.
Rozwiazaniami sa jednostka urojona i oraz liczba do niej przeciwna —i, tak
zwane pierwiastki kwadratowe z minus jedynki. Widzimy zatem, ze pewne liczby
niewymierne, a nawet nierzeczywiste, pojawiaja sie naturalnie w okolicach zbioru
liczb wymiernych za sprawa wielomiandw.

Rozszerzenia ciat. W tej sytuacji wygodnie bytoby rozwazaé zbiér liczb
wymiernych z dodanymi £+v/2 lub +i, lub innym zestawem pierwiastkéw
pewnego wielomianu. Tylko trzeba odpowiednio sie za to zabra¢ — zadbadé

o zachowanie pewnych podstawowych wlasnosci algebraicznych. O zbiorze Q
mowimy, ze jest cialem, co oznacza, ze jego elementy mozemy dodawad,
odejmowaé, mnozy¢ i dzieli¢ (z wyjatkiem zera, przez ktére nie chcemy dzielié),
i w wyniku tych dzialan zawsze otrzymujemy elementy tego samego zbioru,
liczby wymierne. Jesli teraz chcemy rozszerzy¢ cialo Q o pewien element, to
wymagamy, zeby efektem takiej operacji tez bylo cialo. To oznacza, ze bedziemy
rozwazaé zbiér otrzymany ze wszystkich mozliwych wynikéw kombinacji
czterech podstawowych dziatan na liczbach wymiernych i dodanym elemencie
(lub elementach). Na przyktad, jesli rozszerzamy Q o v/2 (lub o —/2), to
otrzymujemy cialo oznaczane Q(v/2), ktére sklada sie ze wszystkich liczb postaci
a+ b2, gdzie a,b € Q. Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze suma, réznica, iloczyn
i iloraz dwdéch liczb tej postaci réwniez jest tej postaci.

Ogodlnie, rozszerzenie Q o liczby aq, ..., a; oznaczam; ai,...,ax) i definiujem;
b ) b ) b

jako najmniejszy zbiér zamkniety na operacje dodawania, odejmowania,

mnozenia i dzielenia zawierajacy caly zbiér Q oraz ay,...,ax. JeSli a1, ..., ax

sa pierwiastkami pewnych wielomianéw o wspotezynnikach wymiernych,
to bedziemy je nazywaé elementami algebraicznymi nad Q, a rozszerzenie
Q c Q(ay,...,ar) — rozszerzeniem algebraicznym.

Stopien rozszerzenia. Przyjrzyjmy sie doktadniej rozszerzeniom Q o jeden
element algebraiczny nad Q, czyli cialom postaci Q(a). To ograniczenie okazuje
sie w pelni uprawnione, poniewaz, jak méwi twierdzenie Abela, dowolne
rozszerzenie algebraiczne mozna przedstawic¢ jako rozszerzenie o jeden element.
Znalezienie go moze nie by¢ latwe, ale istnieja tez proste przypadki.
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Gdyby istnialy dwa rézne wielomiany
minimalne dla elementu a, to biorgc ich
réznice, otrzymalibySmy wielomian
(niezerowy!) nizszego stopnia, ktérego
pierwiastkiem byloby a. Czyli wcale nie
zaczynaliby$émy od wielomianéw
minimalnych!

Mozna powiedzieé, ze stopieni rozszerzenia
Q C Q(a) to wymiar Q(a) jako przestrzeni
liniowej nad Q.

Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze jesli
element a jest pierwiastkiem wielomianu
w(z) o wspdlczynnikach w Q, to w(z) jest
podzielny przez wielomian minimalny

dla a. Stad mozna wywnioskowac, ze
3

z° — 2 jest wielomianem minimalnym
dla /2.

Na przyklad ciato k1 = Q(v/2,/3) jest tym samym co ks = Q(v/2 +/3).
Oczywiscie ko C ki, poniewaz Q i element /2 ++/3, ktéry generuje rozszerzenie,
nalezg do ki. A jak sprawdzié, ze k; C ko? Wystarczy przedstawié¢ v/2 i v/3
jako elementy ky. Zauwazmy, ze (v/2 +v/3)% = 54 26 € ko. Poniewaz

mamy do dyspozycji wszystkie liczby wymierne i podstawowe dzialania, wiec
mozemy otrzymadé /6, nie wychodzac poza ks. Spéjrzmy na wynik mnozenia
\/6(\/§ + \/g) = 2v/3 + 3v/2. Odejmujac od niego dwu- lub trzykrotnosé v/2 ++/3
i dzielac przez liczbe catkowita, dowiadujemy sie, ze /2 € ks i V/3 € ko, a zatem
k1 C ko.

Dlaczego wolimy pracowaé z rozszerzeniami o jeden element? W tej sytuacji
tatwiej jest opisa¢ postaé¢ wszystkich elementéw rozszerzenia algebraicznego

i okresli¢ pewne jego parametry. Z definicji element a, o ktory rozszerzamy Q,
jest pierwiastkiem wielomianu o wspoélezynnikach w Q. Ale takich wielomianéw
moze byé wiele... Na przyklad, i jest pierwiastkiem % — 1 (czyli jest
pierwiastkiem 4 stopnia z 1), ale ten wielomian mozemy zapisaé jako iloczyn
(22 — 1)(2% + 1), gdzie i jest pierwiastkiem drugiego czynnika. Ktéry wiec wybraé?
Wystarczy powiedzieé, ze bierzemy wielomian (o wspélezynnikach wymiernych)
najnizszego mozliwego stopnia, ktérego a jest pierwiastkiem; nazwiemy go
wielomianem minimalnym dla a. To okreéla go jednoznacznie z doktadnoscia
do mnozenia przez stala, wiec wybieramy zawsze ten, ktéry ma wspotczynnik
przy najwyzszej potedze zmiennej x réwny 1.

Stopniem rozszerzenia Q C Q(a) bedziemy nazywaé po prostu stopien
wielomianu minimalnego dla a. Ta liczba okresla réwniez liczbe réznych
poteg a, ktérych musimy uzyé, zeby opisaé¢ wszystkie elementy ciata Q(a)

bez dodatkowych mnozen przez liczby inne niz wymierne. Dokladniej, jesli

Q C Q(a) jest rozszerzeniem stopnia n, to wszystkie elementy Q(a) sa postaci
Po + pra + paa’ + ...+ pp_1a™ L, gdzie po, ..., pp_1 sa liczbami wymiernymi.
Argument opiera si¢ na spostrzezeniu, ze a” umiemy tak przedstawi¢ —

w koricu a jest pierwiastkiem wielomianu " + p,_12" "' + ... + p1x + po

o wspotczynnikach z Q.

Wobec tego rozszerzenie Q C Q(v/2) jest stopnia 2, a wielomianem minimalnym
dla v/2 jest #2 — 2. Podobnie Q C Q(i) jest rozszerzeniem stopnia 2. A czy
rozszerzenie Q C Q((3) o pierwiastek trzeciego stopnia z 1 (czyli pierwiastek
wielomianu #3 — 1) jest stopnia 37 Ot6z nie — to réwniez jest rozszerzenie
stopnia 2. Wielomian 2% — 1 mozna roztozyé na czynniki (22 + 2 +1)(z — 1),

a pierwiastkami pierwszego czynnika sa (3 i (2. Zatem 22 + 2 + 1 jest
wielomianem minimalnym dla (3 i dla (3.

Jeszcze ciekawszy przyktad. Czy podobnie jest z pierwiastkiem trzeciego
stopnia z 2? Nie, tym razem dostajemy rozszerzenie Q C Q(</2) stopnia 3,

a wielomian minimalny dla /2 to 2 — 2, ktérego pozostalymi pierwiastkami sa
(3V/2 1 (23/2. Zauwazmy jednak, ze Q(+/2) nie zawiera tych dwéch pozostatych
pierwiastkéw — to cialo jest zawarte w ciele liczb rzeczywistych, do ktérego
(3V/2 1 ¢23/2 nie naleza. Zeby otrzymaé najmniejsze cialo zawierajace wszystkie
pierwiastki 2% — 2, tak zwane cialo rozkladu tego wiclomianu, trzeba rozszerzy¢é
Q(+¥/2) o pozostale pierwiastki (wystarczy wzia¢ jeden z nich). Tak samo, jak
wezedniej rozszerzaliSmy Q o pewne elementy algebraiczne, mozemy rozszerzaé
dowolne inne cialo!

Mozemy tez obliczy¢ stopien takiego rozszerzenia Q(v/2) C Q(V/2)(¢3V/2) =

= Q(V/2,¢3V/2). W tym celu trzeba znalezé¢ wielomian minimalny dla ¢3+3/2

o wspotezynnikach w Q(¥/2). Oczywistym kandydatem jest 2° — 2; ma
wspoétezynniki z dobrego ciala, jednak okazuje sie¢ za duzy. Ale jesli podzielimy
go przez x — /2, to dostaniemy szukany wielomian minimalny: 2 +</2z + (V/2)2.
To oznacza, ze badane rozszerzenie jest stopnia 2. Mozemy tez popatrze¢ na
oba rozszerzenia razem, czyli na wieze rozszerzen Q C Q(v/2) € Q(V/2,(3V/2),

i, zapominajac o $rodkowym ciele, rozwazy¢ rozszerzenie Q C Q(3/2, (3V/2).
Poniewaz stopnie rozszerzen w wiezach si¢ mnoza, to rozszerzenie jest stopnia 6.

Symetrie, czyli automorfizmy. Jak zauwazyliSmy wczesniej, rozszerzenie Q
0 i oraz o —i sa tym samym. Co wiecej, polozenia tych elementéw w ciele Q(i)
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Wielomian moze mie¢ co najwyzej tyle
pierwiastkéw, liczonych z krotnosciami,
ile jest réwny jego stopieni. A tak
naprawde zawsze ma dokladnie tyle, jesli
tylko szukamy pierwiastkéow w ciele
algebraicznie domknietym (czyli takim,
ktérego nie da si¢ rozszerzy¢ o zaden
element algebraiczny) zawierajacym jego
wspélezynniki — tak méwi zasadnicze
twierdzenie algebry. Znanym zapewne
Czytelnikowi przykladem ciala
algebraicznie domknietego sg liczby
zespolone.

Sprzezenie w grupie zadane przez element
g € G to automorfizm, ktéry

elementowi h przyporzadkowuje wynik
mnozenia ghg~'. Wobec tego H C G jest
podgrupa normalng, jesli dla dowolnych
h € Hig € G zachodzi ghg™* € H.

sg w pewnym sensie symetryczne. Dokladniej, umiemy tak przeksztatcié

cialo Q(7) na nie samo, zeby zamienié i z —i. Oczywiscie, to nie moze by¢ byle
jakie przeksztalcenie — wymagamy, zeby byto bijekcja i respektowalo strukture
ciala, czyli podstawowe operacje. Przeksztalcenie ¢ musi zachowywaé sume:
o(a+0b) =o(a) + o(b) dla dowolnych a,b € Q(i), i analogicznie dla odejmowania,
mnozenia i dzielenia (a stad (1) = 11 o(0) = 0). Takie przeksztalcenie ciala
nazywamy jego automorfizmem. W przypadku Q(i) okazuje sie, ze zadane
wlasnosci ma sprzezenie liczb zespolonych: o(a + bi) = a — bi. Zauwazmy, ze
ten automorfizm trzyma w miejscu liczby wymierne: dla kazdego ¢ € Q mamy
o(q) =q.

I tu pojawia si¢ kolejna struktura algebraiczna: grupa. Spéjrzmy na zbior
wszystkich automorfizméw wybranego ciala — mozemy je skladaé¢ i odwracad!
Nietrudno sprawdzié¢, ze przy obu tych operacjach bedziemy dostawac
przeksztalcenia zachowujace podstawowe dzialania. Mamy tez automorfizm
trywialny, przeprowadzajacy kazdy element na niego samego; sktadanie z nim
nic nie zmienia. To wszystko znaczy wlasnie, ze automorfizmy ciala tworza
grupe: zbiér z odwracalnym dzialaniem (nazywanym zwyczajowo mnozeniem).

Grupa automorfizméw ciata bedacego rozszerzeniem algebraicznym Q nie

moze by¢ zbyt duza — liczba jej elementéw nie przekracza stopnia rozszerzenia.
Latwo to wykazaé, jedli umiemy opisaé rozszerzenie za pomocs jednego
dodawanego elementu a. Co wtedy dzieje sie z wielomianem minimalnym

dla a przy automorfizmie o7 Nic! Jego wspo6tezynniki pochodza z ciata
zachowywanego przez o, wiec wielomian pozostaje bez zmian. A poniewaz a jest
jego pierwiastkiem, wiec o(a) tez musi by¢ jego pierwiastkiem. Teraz wystarczy
zauwazy¢, ze wybor wartoséci o(a) okresla o jednoznacznie, mamy wiec co
najwyzej tyle réznych automorfizméw, ile (réznych) pierwiastkéw wielomianu
minimalnego.

I wreszcie twierdzenia. Galois interesowal sie specjalnym rodzajem
automorfizméw cial. Dla ustalonego rozszerzenia ki C ko szukal takich
automorfizméw ciata ko, ktére trzymaja w miejscu wszystkie elementy k;.

Tak wybrane automorfizmy tez tworza grupe, nazywana grupg Galois
rozszerzenia i oznaczana G(ka/k1), zwykle troche mniejsza niz grupa wszystkich
automorfizméw ko. Badal tez przejscie w druga strone, od grupy do rozszerzenia
cial. Dla dowolnej podgrupy H C G(k2/k1), czyli mniejszej grupy zawartej

w wiekszej, mozna wyznaczy¢ zbiér wspélnych punktéw stalych wszystkich
automorfizméw H. Okazuje sie, ze to tez bedzie cialo ky, lezace gdzie$
pomiedzy ki i ko, a wiec tworzace z nimi wieze rozszerzen ky C ki C ko.

Powiemy, ze rozszerzenie ki C ko jest rozszerzeniem Galois, jesli wykonanie
kolejno obu tych operacji powoduje powrdt do punktu wyjscia, czyli jesli
elementy ciala ks trzymane w miejscu przez kazdy automorfizm z grupy
G(k2/k1) to dokladnie elementy ciata k1. Gléwny wynik Galois to obserwacja, ze
rozszerzenia Galois zachowuja sie bardzo porzadnie wzgledem opisanych dwoch
operacji. Na tyle porzadnie, ze, w pewnym zakresie, zamiast badaé¢ duze zbiory
o zlozonej strukturze — ciata i ich rozszerzenia — mozemy odczytywaé informacje
ze struktury ich grup symetrii, zwykle znacznie prostszej. A dokladnie, opisane
operacje brania grupy Galois rozszerzenia i brania ciala punktéow stalych

grupy automorfizméw zadaja wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy
cialami kp lezacymi w $rodku rozszerzenia Galois (k1 C kg C ko) a podgrupami
grupy Galois H C G(ko/ky1). Co wiecej, ta odpowiednio$¢ pozwala sprawdzié,
kiedy rozszerzenie k1 C kg jest rozszerzeniem Galois (natomiast kg C ko
zawsze jest Galois). Dzieje sie tak wtedy, gdy podgrupa H C G(k2/k1) ma
dobre wlasnoéci: jest tak zwana podgrupg normalng, czyli niezmiennicza ze
wzgledu na pewna klase automorfizméw G(ka/k;), nazywanych sprzezeniami. Co
ciekawe, pojecie podgrupy normalnej pojawia sie¢ w bardzo wielu zagadnieniach
algebraicznych, ale pierwszy raz zostalo wyszczegdlnione wlasnie przez Galois
przy okazji powyzszego twierdzenia.

Jak to wyglada w praktyce? Wréémy do przykladu Q C Q(¥/2, (3¥/2),
czyli ciala rozkladu 22 — 2. W naszej sytuacji, czyli przy zalozeniu, ze
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Jedli rozwazane ciata nie sg
rozszerzeniami Q, to twierdzenia Galois
pozostaja prawdziwe, a do niektérych
omawianych po drodze wynikéw
potrzebne jest zalozenie rozdzielczosci
rozszerzenia, co oznacza, ze zaden
wielomian rozktadalny w wiekszym ciele
nie moze mie¢ w nim wielokrotnych
pierwiastkéw.

ﬁ Zadania

Przygotowal Michal NAWROCKI

wszystkie rozwazane ciala zawieraja Q, bycie cialem rozkladu wystarcza do
bycia rozszerzeniem Galois. Grupa Galois tego rozszerzenia ma 6 elementéw,
poniewaz dla rozszerzenia Galois liczba jej elementéw musi byé¢ rowna
stopniowi rozszerzenia. Wiemy ponadto, ze automorfizm z grupy Galois moze
przeprowadzaé pierwiastki wielomianu o wspétczynnikach z Q tylko na inne
pierwiastki tego wielomianu, czyli je permutuje. Wielomian 23 — 2 ma trzy
rézne pierwiastki, ktére mozna spermutowaé na 6 sposobéw. Ponadto kazda
permutacja wyznacza juz jednoznacznie automorfizm Q(+/2, (34/2), poniewaz
moéwi, jakie maja byé¢ obrazy generatoréw tego rozszerzenia. Wobec tego grupa
Galois G(Q(¥/2,(3V/2)/Q) to grupa wszystkich permutacji tréjelementowego
zbioru!

Ponadto mozna sprawdzié¢, na przyktad badajac wtasnosci permutacji, ze jedyna
(nietrywialna) normalng podgrupa jest grupa cyklicznych permutacji trzech
elementéw. A wewnatrz Q(v/2, (3V/2) mozemy znalezé cialo Q(iv/3), poniewaz

V3= (GV2-GV2)/V2.
Okazuje sie, ze to dokladnie cialo punktow stalych podgrupy trdjelementowych

cykli, wiec rozszerzenie Q C Q(iy/3) jest Galois — co zgadza si¢ z faktem, ze
stanowi ono cialo rozkladu z2 + 3.

Jak to powigzaé z klasyczng geometrig? W przypadku konstrukeji
geometrycznych kluczowym spostrzezeniem jest to, ze jesli z pewnego

zbioru punktéw umiemy za pomoca cyrkla i linijki otrzymacé¢ nowy punkt,

to jego wspolrzedne naleza do rozszerzenia algebraicznego stopnia 27 ciala
zawierajacego wspolrzedne danych punktéw. Dziatanie cyrkla i linijki mozna
opisa¢ algebraicznie przez uktady réwnan stopnia co najwyzej 2, wiec kazdy
krok konstrukeji to rozszerzenie ciata o pierwiastek réwnania kwadratowego
(lub brak rozszerzenia, jesli nowe wspélrzedne juz naleza do ciala generowanego
przez wezesniejsze). Wobec tego, jesli mamy dany szedcian o boku dlugosci 1, to
konstrukcja szescianu o dwukrotnie wiekszej objetosci wymagataby umiejetnosci
otrzymania odcinka o dlugosci ¥/2. Ta liczba, jak wiemy, jest stopnia 3 nad Q,
co nie pozwala jej znalezé si¢ w zadnym rozszerzeniu Q stopnia 2.

Jak wida¢, konsekwencje teorii Galois stanowia nawet bardziej wdzieczny
temat opowiesci niz jej podstawy, wiec o tym w Delcie juz bylo, nawet nie raz!
Zainteresowanych rozwiazaniami pozostalych klasycznych probleméw odsytamy
wigc do artykuléw Macieja Brynskiego O tym, co sie da, a czego sie nie da
rozwigza¢ (Delta 9/2013) i Réwnania algebraiczne (Delta 9/2016).

Redaguje Lukasz BOZYK

F 937. Cylindryczne naczynie jest zamknigte tlokiem
o masie M i polu powierzchni S. Na gérnej powierzchni
ttoka, bez straty energii, podskakuje N kulek, kazda

o masie m < M. Wysoko$¢, na jaka podskakuje kazda
kulka, wynosi h, ciSnienie atmosferyczne jest réwne pg.
Tle wynosi ci$nienie gazu pod ttokiem?

Rozwiazanie na str. 15

F 938. Do sferycznego, metalowego Q
naczynia o promieniu R, majacego
na gorze niewielki otwor, wpadaja

z wysokosci h > 2R natadowane
krople rteci. Masa kazdej kropli
wynosi m, a jej tadunek elektryczny
wynosi Q. Jaki bedzie kolejny
numer n ostatniej kropli, ktora
jeszcze wpadnie do naczynia?
Rozwiazanie na str. 15
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M 1543. Znalez¢ wszystkie nieujemne liczby catkowite n,
dla ktérych kazda z liczb 9n + 16 oraz 16m + 9 jest
kwadratem liczby caltkowite;j.

Rozwiazanie na str. 3

M 1544. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa takie, ze

e T Cj%a +a5 =1 Sprawdzi¢, ze wartos¢ wyrazenia
a® " b? N c?
b+c c+a a+b

nie zalezy od wartosci a, b, c.
Rozwiazanie na str. 3

M 1545. Niech S bedzie takim podzbiorem zbioru N
dodatnich liczb catkowitych, ze dla kazdej pary z,y € S
réwniez x +y € S. Przypusémy, ze zbiér N\ S jest
skoniczony i N\ § = {ay, as, ..., a,}. Udowodnié, ze

a1 +as+ ... +a, <n?

Rozwiazanie na str. 3



