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W Delcie 7/2017 przedstawiliSmy kilka ,,olimpijskich” zastosowan twierdzenia
Combinatorial Nullstellensatz, ktore sformutowaliémy nastepujaco.

Twierdzenie (Combinatorial Nullstellensatz). Niech P(x1,xo,...,Zy)

bedzie niezerowym wielomianem n zmiennych stopnia ., m;, w ktérym
wspdlezynnik przy «"* ... xl jest rézny od zera. Wowczas dla dowolnych zbioréw
Si,..., S, C R spelniajacych warunki |S;| > m; dla 1 <1i < n, istniejq takie

ci € S;, 2¢ P(ci,...,cpn) # 0.

Okazuje sie, ze zamiast ,,zwyklych” wielomianéw wielu zmiennych mozemy
rozwazaé wielomiany o wspoélczynnikach bedacych resztami z dzielenia przez
pewna liczbe pierwsza p, z dodawaniem i mnozeniem modulo p. Zbior tych
reszt wraz z tak okreSlonymi operacjami oznacza¢ bedziemy jako Z,. Dla p =5
bedziemy zatem mieli, na przyktad,

3-4=2, (3xy+42?) + 2ry = —2%, czy 3z +y)(3x —y) = —2? —y*.
Ponizej przedstawimy trzy klasyczne twierdzenia, ktérych proste dowody sa

oparte na Combinatorial Nullstellensatz w wersji ,resztowej”. Twierdzenia te sa
szczegblnie bliskie zastosowaniom olimpijskim.

Twierdzenie (Cauchy’ego—Davenporta). Dia dowolnej liczby pierwszej p
1 dowolnych zbiorow A, B C Z, zachodzi nieréwnosé

A+ B| > min{p, |4] + |B| - 1},
gdzie A+ B={a+b:a€ Abec B}.

Dowdd. Przyjmijmy najpierw, ze |A| + |B| > p. Niech ¢ bedzie dowolnym
elementem zbioru Z,. Zdefiniujmy dla elementu ¢ zbiér C' = {c —b: b € B}.
Zbiér C jest réwnoliczny ze zbiorem B, zatem |A| + |C| > p. To oznacza, ze
istnieje element wspdlny zbioréw A i C. Niech elementem wspdélnym bedzie

ag € A oraz ¢ — by € C. Wowezas ag = ¢ — by, czyli ag + bg = ¢. Wobec dowolnoéci
wyboru ¢ otrzymujemy, ze A + B = Z,,.

Zalézmy teraz, ze |A| + |B| < p. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze
|A+ B| < |A] + |B| — 2. Wowczas w Z,, istnieje zbiér C' D A + B spelniajacy
warunek |C| = |A| + |B| — 2. Rozwazmy wielomian

[y =]]@+y—o
ceC
o wspOlczynnikach z Z,. Jego stopien jest réwny |A| + |B| — 2, a wspélczynnik
B|-1 ||+ B|—2
4 A]-1
jest podzielne przez p, poniewaz |A| + |B| < p, jest zatem (modulo p) rézne od 0.
Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz istnieja takie elementy a € A,b € B,

ze f(a,b) # 0. To jest niemozliwe, gdyz A+ B C C. Zatem |A+ B| > |A| + |B| — 1.
0

przy xl4l=1 jest przystajacy do ( ) modulo p. To wyrazenie nie

Twierdzenie (Erdésa—Heilbronna). Dia dowolnej liczby pierwszej p i dla
dowolnego zbioru A C 7, zachodzi nieréwnosc:

A% A] > min{p,2/4] - 3},
gdzie A®B ={a+b:a€ A bec B,a+#b}.

Dowad. Dla p = 2 twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy wiec, ze p > 2. Niech
2|A| — 3 = p. Wykazemy, ze A® A = Z,. Wybierzmy dowolny element m € Z,.
Rozbijmy zbiér Z, na pary elementéw, ktérych suma w Z,, jest réwna m.
Otrzymujemy ?5= par oraz jeden element, ktéry tworzy parg sam ze soba.
Wobec zalozenia |A| > p%‘g’, na podstawie zasady Dirichleta, do zbioru A naleza

dwa rézne elementy jednej z par, a wiec m € A @ A, co nalezalo dowies¢.

Niech teraz 2|A| — 3 < p. Wybierzmy dowolny element a € A i zdefiniujmy

B = A \{a}. Latwo zauwazy¢, ze A® B C A@® A. Potrzeba jeszcze pokazaé, ze
|A & B| > min{p, 2|A| — 3}. Wykazemy, ze w tym przypadku |A & B| > 2|A| — 3.
Dla dowodu nie wprost przyjmiemy, ze istnieje taki podzbiér C' C Z,, ze
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|C] =2|A] —4 oraz A® B C C. Rozwazmy wielomian

fay =@-y [[@+y—0
ceC
o wspolczynnikach z Z,. Jest to wielomian stopnia 2|A| — 3, a wspélezynnik przy
zl A=yl AI=2 jest réwny

204| - 4 24/ —4) _  (214]—4)!
( Al =2 ) - < Al -1 ) — (JA] = 2)Y(|A] - 1)!

i jest rézny od 0 w Zj, gdyz 2|A| — 4 < p. Poniewaz zbiér A ma moc wigksza niz
wykladnik « oraz |B| = |A| — 1, to z Combinatorial Nullstellensatz wynika, ze
istnieja takie elementy a € A,b € B, ze f(a,b) # 0. Otrzymalidmy sprzecznosé
z wlasnoscia f(a,b) = 0 dla dowolnych a € A,b € B. O

Twierdzenie (Erdésa—Ginzburga—Ziva). Niech n € N,. Wowczas wsréd
dowolnych 2n — 1 liczb calkowitych mozna wybrac n liczb, ktorych suma jest
podzielna przez n.

Dowaéd. Najpierw wykazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe, jesli n jest liczba
pierwsza; zgodnie z notacyjna tradycja przyjmijmy oznaczenie p = n. Niech

ai,...,az,—1 bedg danymi liczbami catkowitymi. Bez straty ogdélno$ci mozna
zatozy¢, ze 0 < a; < -+ < agp—1 < p— 1, gdyz mozemy rozwazy¢ tylko reszty
z dzielenia liczb a1, ..., az,—1 przez n. Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Jezeli a;yp—1 = a,; dla pewnego i € {1,...,p}, to twierdzenie
jest oczywiste: wybieramy liczby a; = a;41 = -+ = @j4p—1, ktérych suma jest
podzielna przez p.

Przypadek 2. Niech a;1,—1 > a; dla dowolnej liczby i € {1,...,p}. W tym
przypadku rozwazmy dwuelementowe zbiory

S = {017%}752 = {027ap+1}7 .- '7Sp71 = {ap717a2p72}
oraz zbiér jednoelementowy S, = {ag,—1}. Zdefiniujmy wielomian

P(x1,...,2p) = (w1 + ... +2,)P 1 — 1.

Wielomian P jest stopnia p — 1 i wspétczynnik przy jednomianie xy - ...z,
jest réwny (p — 1)!. Nie jest on réwny 0, gdyz na podstawie twierdzenia Wilsona
(p—1)!=—1 (mod p). Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz istnieje taki
element (s1,52,...,5p) € S1 X So X --+ x Sy, ze P(s1,...,5p) # 0. Gdyby suma
5§ =51 + ...+ s, nie byla podzielna przez p, to na podstawie Malego Twierdzenia
Fermata p byloby dzielnikiem sP~1 — 1, co nie jest prawda, gdyz P(s1,...,s,) # 0.
Wobec tego suma s = s1 + 52 + ... + 5, jest podzielna przez p.

Teraz wykazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnej dodatniej liczby
naturalnej n. Kazda liczba naturalna n ma jednoznaczny rozklad, z dokladnoscia
do kolejnoéci, na iloczyn liczb pierwszych. Udowodnilidémy twierdzenie dla kazdej
liczby pierwszej. Zatem wystarczy wykazaé, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnego iloczynu liczb pierwszych. Wobec tego wystarczy wykazac, ze jezeli
twierdzenie jest prawdziwe dla dwdéch liczb naturalnych a i b, to jest prawdziwe
dla ich iloczynu ab.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dwéch dodatnich liczb naturalnych
a i b. Wykazemy, ze jest takze prawdziwe dla ich iloczynu ab. Sposréd 2ab — 1
liczb wybierzmy 2a — 1 liczb. Sposréd nich mozna wybraé a liczb, ktérych suma
jest podzielna przez a. Zatem pozostaje 2ab — 1 — a liczb. Ponownie wybierzmy
2a — 1 sposrod nich. Wsréd nich jest a liczb, ktorych suma jest podzielna przez a.
Pozostaje 2ab — 1 — 2a liczb. Postepujemy analogicznie 2b — 1 razy. Otrzymujemy
w ten sposob 2b — 1 zbioréw, z ktorych kazdy zawiera a elementéw, a suma tych
elementéw w kazdym z tych zbioréw jest podzielna przez a. Potraktujmy sume
wybranych elementéw kazdego z tych zbioréw jako jedna liczbe i podzielmy ja
przez a. Otrzymujemy 2b — 1 liczb, sposréd ktérych mozemy wybraé b liczb,
ktorych suma jest podzielna przez b. Zatem uzyskalidmy ab liczb, ktorych

suma jest podzielna przez ab, co konczy dowdd twierdzenia, jak réwniez caty
artykul; Czytelnikom, ktérzy nawet teraz odczuwaja niedosyt Combinatorial
Nullstellensatz, polecam lekture pozycji wymienionych na marginesie.
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