Prawdziwg nature liczb rzeczywistych
dobrze oddaje definicja, pochodzaca

z jednego z najlepszych podrecznikéw
algebry: ,Liczby rzeczywiste, cokolwiek by
to nie byto, maja nastepujace
wlasnosci...” — tu nastepuje lista
wlasnosci dziatan. Uzytecznosé liczb
polega nie na tym, ze kazda z nich

z osobna istnieje, lecz na tym, ze mozemy
na nich dzialac.

Liczby zespolone pojawily si¢ nie z racji
rozwiazywania réwnan kwadratowych, bo

Liczby zespolone i kwaterniony

Rozwiazywanie rownan wymuszato poszerzenie zasobu liczb, jakimi si¢ postugiwano.
Roéwnanie z 4+ 3 = 12 mozna bylo rozwiazaé¢, postugujac si¢ najnaturalniejszymi
liczbami, zwanymi zreszta naturalne, ale rownanie x 4+ 12 = 3 wymagalo rozszerzenia
ich zasobu do liczb catkowitych. Wyjscie poza obreb réwnan pierwszego stopnia
pokazato, ze do rozwiazania np. réwnania 22 =2 =0 nie wystarczg nie tylko liczby
caltkowite, ale nawet wszystkie liczby wymierne, czyli utamki a/b zbudowane z liczb
catkowitych. Aby uzyska¢ rozwiazanie, do liczb wymiernych trzeba dotaczy¢ nowe
liczby, a wérod nich liczbe niewymierna /2.

Dlaczego nie wystarczy dolaczyé samej liczby v/2 ? Bo pojedyncze liczby sa tak

malo uzyteczne, ze nawet nie zastuguja na uwage. W istocie, na pytanie: co to jest
liczba? istnieje tylko jedna, matematycznie uzyteczna, cho¢ pozornie paradoksalna,
odpowiedz: liczba to element zbioru, ktérego elementy mozna dodawaé, odejmowac,
mnozy¢ i dzieli¢. Zaklada sie przy tym, ze dzialania te powinny speinia¢ pewne
naturalne warunki, jak np. przemiennosé i taczno$é¢ dodawania oraz mnozenia,
istnienie odwrotnosci kazdej liczby réznej od zera itp., dobrze znane z algebry szkolnej.
Zbiory liczb, spetniajace te warunki, algebraicy nazywaja ciatami.

Do zapisywania wynikéw pomiaréw najlepiej nadaje sie cialo liczb rzeczywistych R,
ktore mozna sobie wyobrazaé jako zbior wszystkich utamkow dziesietnych,

z (przewaznie) nieskoriczona liczba cyfr po przecinku. Pozwala ono tez na rozwiazanie
bardzo wielu uzytecznych réwnari, ale jednak nie wszystkich; na przyklad rownanie
2+ 1 =
dodatnia dla kazdej liczby rzeczywistej x. Mozna jednak R tak rozszerzy¢, by i dla

0 nie ma rozwiazan w zbiorze R, gdyz lewa strona tego réwnania jest

niego znalazlo si¢ rozwiazanie. W szczeg6lnosci mozemy powiekszyé zbior liczb tak,

by zawieratl takze rozwiazanie tego réwnania, tradycyjnie oznaczane ¢ od imaginary,
czyli urojone. Aby takie rozszerzenie R stalo si¢ cialem, dotaczy¢ tez musimy wszystkie
liczby postaci a + bi dla a,b € R. Dzialania w tym rozszerzonym ciele C dane sg
wzorami

latwo przystano na to, ze gdy tzw. delta
jest ujemna, to rozwiazan nie ma.
Okazalo sie¢ jednak juz w XVI wieku, ze
na drodze do rzeczywistych pierwiastkow
réwnan trzeciego stopnia trzeba postuzy¢
sie liczbami zespolonymi.

(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+ d)i,
Jak udowodnit 22-letni Carl Friedrich Gauss w roku 1799, kazdy wielomian dodatniego
stopnia ma w ciele C pierwiastek; jest to tak zwane Zasadnicze Twierdzenie

(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Algebry. Jest to prawda takze wtedy, gdy wspotczynniki naszego wielomianu sa

liczbami zespolonymi.

Ale porzuémy kwesti¢ rozwiazywania rownan (o niej jest mowa takze na stronie 18).

Poniewaz liczba zespolona a + bi € C jest wyznaczona przez
pare liczb rzeczywistych (a,b), mozna ja interpretowaé jako
punkt plaszczyzny kartezjanskiej R? o wspotrzednych x = a,
y = b. Dodanie do dowolnego punktu ptaszczyzny liczby

a + bi to przesuniecie tego punktu o wektor [a, b]. Mniej
spodziewane jest jednak to, ze pomnozenie punktu przez
liczbe a + bi, gdy a® + b2 = 1, czyli liczbe cos ¢ + isin g
odpowiada obroceniu tego punktu wokot punktu (0, 0)

o kat . Zatem liczby zespolone pozwalaja wygodnie
reprezentowaé wszystkie ruchy sztywne plaszczyzny.

Naturalne bylo wiec pytanie, czy nie da si¢ analogicznie
opisa¢ ruchow przestrzeni trojwymiarowej, interpretujac
R3 jako ciato. Mimo wielu prob zrealizowaé tego si¢ nie
udawalo (dzi§ wiemy, ze jest to niemozliwe). Ale problem
opisu ruchow przestrzeni trojwymiarowej (tradycyjny
sposéb wymaga uzycia 12 wspolczynnikow) zostal po
dziesiecioletnich wysiltkach rozwigzany przez Williama
Rowana Hamiltona w 1843 roku przez uczynienie ciala

7z przestrzeni czterowymiarowej. Tu potrzebne sa az trzy
jednostki urojone. Podanie glosi, ze wiazace je zaleznosci
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ol$nily go podczas spaceru nad Royal Canal w Dublinie, co

uwiecznil, wycinajac ten wzor na drewnianej poreczy mostku.
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Uzyskane tak liczby postaci a + bi + ¢j + dk, gdzie
a,b,c,d € R tworza dzieki tym tozsamosciom ciato

(co prawda nieprzemienne) nazwane cialem kwaternionéow
i oznaczane na czes¢ Hamiltona przez H.

Odsytajac do mojego artykulu, ktory bedzie mozna znalezé
w nastepnym numerze Delty, tu podam tylko, jak za pomoca
kwaternionéw opisa¢ obroty w przestrzeni tréjwymiarowej.

Ot6z ten cel udaje sie zrealizowaé¢ w nastepujacy sposob.
Umie$émy nasza przestrzen trojwymiarows wewnatrz H,

na ostatnich trzech osiach, tj. jako zbior ,czysto urojonych”
kwaternionow xoi + x3j + x4k. Niech ugi + usj + ugk bedzie
wektorem dlugosci 1, wskazujacym o$ obrotu, ktory chcemy
zrealizowaé, oraz niech 6 bedzie katem, o jaki chcemy obrocié
przestrzen. Rozwazmy kwaternion

q=cos(0/2) +sin(0/2) - (ugi + usj + usk) € H

oraz przeksztalcenie H —» H dane wzorem z +— g -z - ¢ L.

Latwo zauwazy¢, ze prosta rozpieta przez wektor

T = ugi + usj + ugk nie poruszy sie. Okazuje sie,

ze przeksztalcenie to przeprowadza czysto urojona
podprzestrzen na siebie i wykonuje na niej doktadnie ten
obroét, ktory sobie zaplanowalismy:.
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