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Teoria krat pojawita si¢ pod koniec XIX wieku, wyrastajac z logiki i algebry.
W logice kraty pojawily sie za sprawa George’a Boole’a, a w algebrze

kraty pierwszy rozpatrywal Richard Dedekind. Kraty sa przedmiotem
badan algebraikéw, stanowia jednoczesnie wygodny srodek opisu znanych
struktur matematycznych, ktorych przyklady przedstawie w dalszej czesci
artykutu. Mozna je opisa¢ na dwa sposoby: algebraicznie lub przy uzyciu
czesciowych porzadkéw.

Definicja 1. Krata w sensie algebraicznym to struktura algebraiczna (L, A, V)
spelniajaca dla dowolnych elementéw a, b, ¢ € L nastepujace réwnosci:

aANb=bAa, aVb=>bVa,

alNa=a, aVa=a,
aN(bAc)y=(aAb)Ac, aV(bVe)=(aVb) Ve,
aA(aVb)=a, aV(aNb)=a.

Krata w sensie czesciowych porzgdkdow to niepusty czesciowo uporzadkowany zbiér
(L, <), w ktérym kazdy dwuelementowy podzbiér ma oba kresy: gérny i dolny.

Pojecia krat w sensie algebraicznym i cze$ciowych porzadkéw sg réwnowazne.
Jesli zdefiniujemy krate jako zbidr algebraiczny z wymienionymi aksjomatami, to
zadajac porzadek przez a < b < a Vb =0, otrzymamy krate w sensie porzadku.
Odwrotnie, jesli w kracie w sensie porzadku zdefiniujemy a V b = sup{a, b} oraz
a A'b=inf{a,b}, to dostaniemy krate w sensie algebraicznym.

Zanim oméwie wybrane przyklady krat, podam kilka uzytecznych definicji.
Krate (L, <) bedziemy zwykle oznaczali litera L, identyfikujac ja ze zbiorem

jej elementow. Jesli w kracie L istnieje element najwiekszy, to nazywamy go
jednoscig kraty i oznaczamy przez 1. Podobnie, najmniejszy element w kracie
(jesli istnieje) oznaczamy symbolem 0 i nazywamy zerem kraty. Krate z zerem

i jedno$cig nazywamy kratg ograniczong. Podzbiér K kraty L nazwiemy jej
podkratg, jesli dla dowolnych a,b € K mamy a Ab € K oraz a Vb € K. Powiemy,
ze kraty L1 i Ly sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja

¢ : L1 — Lo, taka ze ¢ i ¢! zachowuja porzadek, tj. a < b < p(a) < p(b).

Zauwazmy, ze jesli (L, <) jest krata, to para (L, >), gdzie relacja > zdefiniowana
jest wzorem a > b < b < a réwniez jest krata. Krate (L, >) bedziemy nazywaé
kratg dualng do kraty L i oznaczaé¢ symbolem L. Latwo sprawdzié, ze jesli
aAb=cwkracie L, to a Vb = ¢ w kracie L?, oraz analogicznie jedli a Vb = d

w kracie L, to a A b = d w kracie L9.

Przyklad 1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Rodzina P(X) wszystkich
podzbioréw zbioru X wraz z porzadkiem zadanym przez inkluzje C jest krata.
Mianowicie, jesli A, B € P(X),to AANB=ANBoraz AV B= AU B. Jest to
krata ograniczona. Zerem tej kraty jest zbior pusty, a jednoscia zbior X.

Przyktad 2. Niech | oznacza relacje podzielnosci w zbiorze N dodatnich
liczb catkowitych. Niech NWD(a, b) tradycyjnie oznacza najwigkszy wspdlny
dzielnik liczb a i b oraz NWW(a, b) ich najmniejsza wspdlnag wielokrotnosé.
Zbiér uporzadkowany (N, |) jest krata z dzialaniami a A b = NWD(a, b)

oraz a Vb = NWW(q,b). Krata ta ma element najmniejszy réwny 1

i nie ma elementu najwigkszego.

Przyktad 3. Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad cialem K i niech
Sub(V) oznacza rodzine wszystkich jej podprzestrzeni. Zbiér (Sub(V), Q)
jest krata. Jesli A, B € Sub(V),to AANB=ANDBoraz AV B=A+ B,
gdzie A+ B={a+b:a€ Aibe B}. Zerem w tej kracie jest wektor zerowy,
a jedynka cala przestrzen V. Podobnie, kratami sg réwniez: rodzina podgrup
zadanej grupy, rodzina jej dzielnikéw normalnych oraz rodzina podpierscieni
danego pierscienia, wszystko z relacjg inkluzji.

Przyktad 4. Niech S bedzie rodzing podzbioréw przestrzeni R? ztozona ze
zbioru pustego, calej przestrzeni R? oraz wszystkich punktéw i wszystkich
prostych w R2. Zbiér ten z relacjg zawierania stanowi krate ograniczona. Zerem
tej kraty jest zbiér pusty, a jednoscia R2.
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Rys. 1. Diagramy nieprzedstawiajace
krat.
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Rys. 2. Kraty o co najwyzej trzech
elementach.
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Rys. 3. Kraty czteroelementowe.
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Rys. 4. Kraty pigcioelementowe.

Czytelnik Oczytany dostrzeze
podobienstwo przytoczonych twierdzen
do twierdzenia Kuratowskiego, ktére
orzeka, ze graf skorficzony jest planarny
wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma podgrafu
homeomorficznego z K5 lub K3 3.

Kraty, tak jak wszystkie porzadki, mozemy ilustrowac za pomoca diagraméw, ktore
tworzymy w nastepujacy sposéb: elementy kraty L zaznaczamy na plaszczyznie
jako punkty. Jedli a, b sa elementami kraty L oraz a < b, to punkt odpowiadajacy
elementowi a rysujemy ponizej punktu odpowiadajacego elementowi b. Jedli b jest
nastepnikiem a, czyli a < b oraz nie istnieje z € L, taki ze a < z < b, to punkty

a i b taczymy odcinkiem.

Przyjrzyjmy sie diagramom z rysunku 1. Widzimy, ze na diagramie (a) elementy
a i b nie maja kresu gérnego, a w przypadku diagramu (b) elementy a i b nie maja
kresu dolnego. Na diagramie (c) elementy a i b maja dwa ograniczenia gérne c i d,
ale nie maja kresu goérnego. Zatem diagramy te nie przedstawiaja krat.

Wskazemy teraz diagramy porzadkéw bedacych kratami. Oczywiscie, kazdy liniowo
uporzadkowany zbiér (czesto nazywany lancuchem) jest krata. Latwo mozna
sprawdzié, ze kraty o co najwyzej trzech elementach musza by¢ tancuchami.

Kraty o czterech elementach sa tylko dwie (z doktadnoscia do izomorfizmu), a krat
piecioelementowych jest dokladnie pieé¢ (rys. 31 4).

W matematyce wazna role spetniajg kraty rozdzielne i modularne.

Definicja 2. Krate L nazywamy modularng, gdy dla dowolnych jej elementow
a,b,c € L, takich ze ¢ < a, zachodzi (a Ab)Ve=aA (bVec).

Definicja 3. Krate L nazywamy rozdzielng (dystrybutywna), gdy dla dowolnych
jej elementéw a, b, ¢ € L spelniona jest réwno$é a A (bV e) = (a Ab)V (a Ac).

Whprost z definicji wynika, iz kazda krata rozdzielna jest modularna. Zwréémy
uwage, ze wszystkie tafnicuchy sg kratami rozdzielnymi. Rozwazmy krate

z przykladu 1 — réwnosé z definicji kraty rozdzielnej w przypadku kraty P(X)
ma postaé¢ dobrze znanego prawa rozdzielnoéci przeciecia zbioréw wzgledem
dodawania (AN (BUC) = (AN B)U (ANC()), zatem krata P(X) jest rozdzielna.
W tym przypadku nie napotkaliSmy probleméw z wykazaniem tej wlasnosci,
czesto jednak sprawdzenie wprost z definicji, czy dana krata jest dystrybutywna
badz modularna, jest dos¢ klopotliwe. Na szczescie istnieja niezwykle obrazowe

i przydatne twierdzenia sprowadzajace problem do pytania, czy wsrdd jej podkrat
znajduja si¢ pewne wymienione wczesniej kraty.

Twierdzenie 1. Krata L jest modularna wtedy © tylko wtedy, gdy nie ma podkraty
izomorficznej z N5 (rys. 4).

Szkic dowodu: Latwo zauwazy¢, ze jesli L ma podkrate izomorficzna z N3, to

nie jest modularna. Zalézmy teraz, ze L nie jest modularna, tzn. istniejg a,b,c € L,
c¢< a,takie ze d £ e, gdzie d = (a Ab)Vcie=aA (bVc). Z zalozenia ¢ < a
oraz oczywistych relacjic < bVe,aAb<aiaAb<bVcw prosty sposéb
wynika d < e, wiec d < e. Wykazemy, ze b,d,e wraz z a AbibV c tworza krate
izomorficzng z N5. Najpierw upewnimy sie, ze a Abi bV ¢ sa rézne od reszty
wyszczegdlnionych elementow — istotnie, gdyby bylo b = a A b, to mielibySmy
bVe=d<e=aA (bVc), cojest niemozliwe; podobnie dowodzimy, ze b #£ b V c.
Ponadto e = bV ¢ byloby rownoznaczne z bV ¢ < a, skad b < a, czyli b=a A b,
co jak juz wiemy, jest niemozliwe; analogicznie d # a A b. Korzystajac z wlasnosci
dziatan kratowych, otrzymujemy

bvd=bV((anb)Vec)=(bV(aAb)Ve=bVec
i analogicznie b A e = a A b. Ponadto, skoro zachodzi a Ab < d < e, to
aNb=aANbAbD<dAb<eAb=aAb,

tak wiec d A b = a A b. Podobnie dowodzimy e Vb = bV ¢, co w polaczeniu
z wykazanymi wczesniej zaleznosciami prowadzi nas juz do wniosku, ze wskazane
elementy faktycznie tworza podkrate izomorficzng z Ns.

W analogiczny, cho¢ nieco bardziej skomplikowany sposob, otrzymujemy podobny
wynik dla krat rozdzielnych.

Twierdzenie 2. Krata L jest rozdzielna wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma podkraty
izomorficznej z Ms lub N5 (patrz rys. 4).

Z podanych twierdzen w prosty sposéb wynika, ze jesli krata L jest modularna
(rozdzielna), to krata L9 réwniez jest modularna (rozdzielna).
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WeZmy teraz krate z przykladu 3. Gdyby Sub(V') nie byla modularna, to w kracie
tej istnialaby podkrata izomorficzna z N. Istnialyby zatem parami rézne
podprzestrzenie A, B,C,E,F CV, takieze AC B, ANC=BNC =F, oraz
A+ C = B+ C = F. Nie jest to jednak mozliwe, co pozostawiam Czytelnikowi
Podejrzliwemu jako nietrudne zadanie z algebry liniowej. Krata Sub(V') jest zatem
krata modularna, jednoczesnie tatwo wykazaé, ze nie jest to krata rozdzielna. Wezmy
przestrzen W C V wymiaru dwa i trzy jej rézne jednowymiarowe podprzestrzenie
A, B, C. Podprzestrzenie A, B, C przecinaja siec w wektorze zerowym i kazde dwie
z nich generujg W. Dostajemy zatem podkrate izomorficzng z Ms.

Wykazemy teraz, ze krata z przykladu 4 nie jest nawet modularna. Zauwazmy,
ze jezeli A oznacza punkt lezacy na prostej B, a przez C oznaczymy prosta
nieprzecinajaca prostej B, to otrzymujemy podkrate:

R2

0

Kraty modularne i rozdzielne sa doktadnie opisane w literaturze i znamy wiele
ich wlasnosci. Poza nimi rozwaza sie, oczywiscie, wiele innych rodzajow tych
struktur. Niektére z nich daja si¢ scharakteryzowaé poprzez zawieranie pewnej
podkraty lub podkrat. Te charakterystyczne obiekty (np. M3 oraz Nj) to wlasnie
tytulowe kraty testowe.

Wydawnictwo Nowik Sp.j., Opole 2013

Kryptarytmy, czyli arytmetyka stéw

Kryptarytm (gr. kryptds = ukryty; arythmos = liczba) to zadanie szaradziarskie
w postaci dzialania arytmetycznego, w ktérym cyfry zastagpiono literami.
Zadaniem rozwiazujacego jest odtworzenie owego dzialania. Takim samym
literom powinny odpowiada¢ takie same cyfry, a réoznym literom — rézne cyfry.
Zadna z liczb wielocyfrowych nie moze zaczynaé sie zerem. Po zastgpieniu

liter cyframi powinno otrzymac sie poprawne dzialanie. Z kolei alfametyk

to kryptarytm, w ktérym cyfry zaszyfrowane sa literami tworzacymi wyrazy
powiazane znaczeniowo badz tez stowa sktadajace sie w sensowne frazy lub zdania.

W ksiazeczce (zdrobnienie podyktowane jest wygodnym, malym formatem)
znajdziemy wiele alfametykéw podzielonych przez autorke, Katarzyne Lipszyc,
na kilka dzialéw: ,Fatwe”, jak np.

BOK + BOK + BOK + BOK = ROMB,

yTroche trudniejsze”, , Kryptarytmy — zdania” i ,Uklady réwnan” (a raczej
uktady kryptarytméw, gwarantujace jedynoéé rozwiazania). Niektére z nich
zostaly zainspirowane konkretnymi wydarzeniami, jak np.
MYSL + LECA + SMIGA = CELNIE,
ulozony przez autorke z okazji stulecia urodzin Stanistawa Jerzego Leca
w 2009 roku, czy
TSUNAMI — ZMIATA = MIASTA,

powstaly w 2011 roku po trzesieniu ziemi w Japonii.

Niewatpliwym walorem ksiazeczki jest jej szata graficzna. Swietne i zabawne
rysunki autorstwa Lidii Danko, ozdabiajace kryptarytmy, zachecaja
do zmierzenia sie z nimi. Ksiazeczka ucieszy milosnikéw matematyki
rekreacyjnej (kryptarytmy od czasu do czasu pojawiaja sie w polskiej prasie
szaradziarskiej, ale nie ma ich zbyt wiele), przyda sie tez nauczycielom, ktorzy
chcag przekonaé swoich uczniéw, ze matematyka mozna sie wspaniale bawic,
¢wiczac przy okazji logiczne mys$lenie i wytrwalosc.

Renata JURASINSKA

PS. Czytelniku, zanim zajrzysz do tej ksigzki, rozwiqz alfametyk z jej okladki!
Redakcja
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