O tym, co sie da, a czego nie da sie rozwigzac
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Rozwiaz réwnanie! — to jedno z najczedciej styszanych

przez ucznia polecen nauczyciela matematyki. Gdy ustyszymy
to polecenie, nie watpimy, ze otrzymane réwnanie mozna
rozwigzaé i ze my potrafimy to zrobié. Zreszta o kazdym
zadaniu matematycznym, na ktére natrafimy, uwazamy, ze
mozna je rozwiazaé. Jesli nie widzimy rozwigzania od razu,
to pewnie trzeba jeszcze troche pomysle¢, pokombinowad,
wynalezé jaki$ sprytny sposéb, moze poczytaé¢ w madrych
ksiazkach i rozwigzanie musi si¢ znalez¢. Czy na pewno tak jest?
Okazuje sie, ze istnieja zadania, niedajace sie rozwiazaé, choé
sa tudzaco podobne do innych, ktére rozwiazujemy bez trudu.

Wezmy pod uwage réwnanie
(%) 2® — 6z +2=0.
Wyglada catkiem niewinnie. Szkolny sposéb na takie rownania
podpowiada: sprawdz, czy ktérys sposrdd dzielnikéw wyrazu
wolnego nie jest rozwiazaniem, bo tylko takie liczby moga by¢
rozwigzaniami wymiernymi réwnania. Tymi dzielnikami sa
liczby —2, —1,1, 2. Oznaczamy f(z) = 2° — 6x 4 2 i obliczamy
f(=2)=-32+12+2=-18, f(1)=1-6+2= -3,
f(-1)=-146+2=7, f(2) =32—-1242=22.
Mozemy stwierdzié, ze zadna liczba wymierna nie jest
rozwiazaniem réwnania (x). Jednoczesnie widzimy, ze nasze
rOéwnanie ma co najmniej trzy rozwiazania rzeczywiste lezace
odpowiednio w przedziatach (—2,—1), (—=1,1) i (1,2), gdyz
funkcja f jest ciggta i na koncach kazdego z przedzialéw
przyjmuje wartosci przeciwnych znakéw, wiec wewnatrz
przedzialu ma miejsce zerowe. Badajac przebieg zmiennosci
funkcji f, mozna stwierdzié, ze nie ma ona wiecej miejsc
zerowych. Oznacza to, ze réwnanie () ma trzy pierwiastki
rzeczywiste i dwa zespolone. Te informacje pozwalaja,
stwierdzi¢, ze réwnania tego nie mozna rozwiazaé ,przez
pierwiastniki”, tj. nie mozna wyrazié¢ jego pierwiastkow
przez wzory, w ktérych na liczbach wymiernych bylyby
wykonywane operacje wyciggania pierwiastkéw dowolnych
stopni oraz dzialania dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia, wielokrotnie iterowane. Niestety, dowdd tego faktu
nie zmiescitby si¢ na stronach tego numeru Delty; mozna go
znalezé w literaturze (np. Jerzy Browkin, Wybrane zagadnienia
algebry, czy Maciej Bryniski, Elementy teorii Galois). Wiemy
z nauki szkolnej, ze pierwiastki réwnania kwadratowego
az? 4+ bx 4+ ¢ = 0 wyrazaja sie przez pierwiastniki:
xl:—b—\/b2—4ac $2:—b—|—vb2—4ac
2a ’ 2a '
Istniejg tez wzory pozwalajace wyrazi¢ przez pierwiastniki
pierwiastki dowolnego rownania stopnia trzeciego, a takze
czwartego. Wzory te sa jednak na tyle skomplikowane, ze
niezbyt nadaja si¢ do praktycznego stosowania. Niestety, dla
rownan wyzszych stopni wzory takie nie istnieja, co ilustruje
przyklad réwnania (x).

Nie znaczy to jednak, ze zadnego réwnania stopnia piatego lub

wyzszego nie potrafimy rozwiazaé.

Przyklad 1. Rozwiazemy réwnanie

(%) 22° — 11z + 112° + 112° — 11z +2 = 0.

Zauwazmy, ze rOwnanie to ma pierwiastek x; = —1. Istotnie

2. (=1)° =11 (=D)* +11- (=1)* +11- (=1)® =11 - (=1) + 2
=—-2-11-11411+11+2=0.

Dzielimy wielomian 22° —112* + 112° + 1122 — 11z + 2 przez
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x + 1 i dostajemy wielomian 2z* — 132% + 242 — 13z + 2.
Aby rozwigzaé réwnanie 2z* — 13z + 2422 — 132 + 2 = 0,
podzielimy obie strony przez 2> (mozemy to zrobié bezkarnie,
gdyz 0 nie jest pierwiastkiem tego réwnania) i do otrzymanego
réwnania 22> — 13z + 24 — 13 - % +2- z% = 0 zastosujemy
podstawienie t =  + -. Poniewaz t* = 2° + 2 + -,

wiec réwnanie przyjmuje postaé¢ 2t% — 13t + 20 = 0.
Rozwiazujemy: A =132 —4.2.20 =169 — 160 = 9, VA = 3,
tp = 1323 =21 ¢, = 1883 — 4 Dostajemy stad dwa
réwnania @ + 1 =21 i 2+ L =4, ktére przeksztalcamy do
postaci réwnowaznych 2z% — 5z +2=01i2> —42+1=0.
Rozwiazujemy je kolejno: A =25 — 16 = 9, VA = 3,
=22 =1 23=2,A=16-4=12, VA=2V3,

T4 = # =2 — \/g7 5 = 2 + /3. Ostatecznie wiec

19 23 243
’ 9294 2 2 -

pierwiastkami réwnania (xx) sa liczby —1

Do nierozwiazalnosci rownan algebraicznych przez
pierwiastniki podobna jest sytuacja z niewykonalno$cia
pewnych konstrukcji geometrycznych. Klasyczna konstrukcja
geometryczna na plaszczyznie, gdy dany jest pewien zbior
punktéw, polega na wielokrotnym iterowaniu nastepujacych
czynnosci:

e przez dwa punkty z tego zbioru mozemy poprowadzié¢ prosta,
e mozemy wykresli¢ okrag, ktoérego srodkiem jest punkt dany,
a promien jest réwny odlegtosci dwoch danych punktow,

e punkty przeciecia takich prostych i okregéw dodajemy do
zbioru danych.

Zauwazmy, ze punkt przeciecia dwéch prostych ma wspétrzedne
bedace rozwigzaniem uktadu dwoch réwnan liniowych
(mianowicie réwnan tych prostych). Wynika stad, ze
wspolrzedne tego punktu nalezg do tego samego ciata
liczbowego, z ktérego pochodzg wspdtczynniki réwnan, a zatem
do tego ciata liczbowego, do ktérego naleza wspotrzedne
punktéw wyznaczajacych rozwazane proste.

Cialo liczbowe to zbidér liczb zawierajacy wszystkie liczby
wymierne i majacy te wlasnos¢, ze wynik dodawania,
odejmowania lub dzielenia liczb z tego zbioru réowniez

do niego nalezy (oczywiscie, przez 0 nie dzielimy).

Inaczej jest w przypadku punktu przeciecia prostej i okregu
albo punktu przecigcia dwéch okregéw. Réwnanie prostej
jest réwnaniem liniowym postaci ax + by = ¢, rbwnanie
okregu — réwnaniem kwadratowym (z — p)? + (y — q)® = 2.
Wyznaczajac jedng z niewiadomych x lub y z pierwszego
réwnania i podstawiajac do drugiego, otrzymamy réwnanie
kwadratowe, ktorego wspotczynniki naleza do ciata liczbowego,
z ktérego pochodza wspoétczynniki rozwazanych réwnan
prostej i okregu. Pierwiastki rownania kwadratowego

mogag nie naleze¢ do ciala liczbowego, z ktérego pochodza,
wspotczynniki tego réwnania, gdyz do ich obliczenia

trzeba wyciagnaé pierwiastek kwadratowy z wyréznika A.
Na przyktad, réwnanie 22 + z — 1 = 0 ma wspdlczynniki
wymierne, ale A =12 —4.1.(=1) =5, VA = /5,

z, = 71;\/57 Ty = 71;\/3

liczbowego Q(+/5), zawierajacego liczby postaci m + nv/5,
gdzie m, n sg liczbami wymiernymi.

, a wiec pierwiastki naleza do ciala

Podobnie w przypadku punktéw przeciecia dwoch okregdw.
Uktad réwnan dwéch okregéw (z — p1)* + (y — q1)* = r§
i(x—p2)?+ (y— q2)® =13 jest rébwnowazny uktadowi

powstatemu przez pozostawienie jednego z danych réwnan



i zastapienie drugiego przez ich réznice. R6znica réwnan
dwoch przecinajacych sie okregbéw jest rownaniem prostej
przechodzacej przez punkty przeciecia tych okregéw.
SprowadziliSmy w ten spos6b wyznaczanie punktéw przeciecia
dwoch okregbéw do przypadku wyznaczania punktow przeciecia
okregu i prostej. Tu wiec réwniez wspéirzedne tych punktéw
naleza albo do ciala liczbowego zawierajacego wspotczynniki
réwnan, albo do rozszerzenia tego cialta o pierwiastek
kwadratowy z pewnego elementu tego ciata.

Biorac pod uwage te obserwacje, mozemy stwierdzié, ze jesli
K jest cialem liczbowym, do ktérego naleza wspolrzedne
wszystkich punktéw danych do wykonania pewnej konstrukeji,
i mozemy skonstruowaé punkt P = (z,y), to liczby z,y
naleza do pewnego ciala, ktére powstaje przez rozszerzenie
ciala K w wyniku skonczonej liczby dotaczania pierwiastkow
kwadratowych (méwimy, ze liczby =,y wyrazaja si¢ przez
pierwiastniki kwadratowe). Na tej podstawie mozemy
wywnioskowaé, ze pewnych konstrukcji nie mozna wykonaé
cyrklem i linijka.

Nalezy tu wymieni¢ trzy zadania wywodzace sie
ze starozytnosci: trysekcja kata, podwojenie szescianu,
kwadratura kota. Zajmijmy sie blizej pierwszym z tych zadan.

Przyklad 2. Zadanie trysekcji kata: dany kat podzieli¢
konstrukcyjnie na trzy réwne czesci. (Pytanie o wykonalno$é
tej konstrukeji jest naturalne, bo podzial kata na dwie lub
cztery rowne czedci jest jedna z najprostszych konstrukeji:
nalezy podzieli¢ kat jego dwusieczna i ewentualnie dwusieczng
polowy danego kata.)

Majac dany kat, mozemy skonstruowac jego kosinus. Umiesé¢my
w tym celu dany kat ¢ w uktadzie wspotrzednych w ten sposéb,
by jedno ramie¢ pokrywato si¢ z dodatnia pétosig osi OX,

i wykreslmy okrag o Srodku w poczatku uktadu i promieniu 1,
a nastepnie zrzutujmy punkt przecigcia drugiego ramienia kata
z okregiem na o$ OX.

Wspélrzedna o tego rzutu jest kosinusem kata . Podobnie
majac dana liczbe x € (—1,1), mozemy skonstruowaé kat,
ktorego kosinus jest rowny x. Wystarczy z punktu x, lezacego
na osi OX, wystawié¢ prostopadta do tej osi i przez punkt
przeciecia tej prostej z okregiem jednostkowym poprowadzié
polprosta o poczatku w punkcie (0,0). Ta pélprosta wraz

z dodatnia polosia osi OX wyznacza kat ¢. Wobec tego
pytanie o wykonalnos¢ trysekcji kata ¢ jest réwnowazne
pytaniu o konstruowalnos¢ liczby cos £. Ze znanych wzoréw
trygonometrycznych mamy

cos 3a = 4 cos® o — 3 cos a,
wiec cos £ = x spelnia zaleznos¢
cos p = 42% — 3z,
jest wiec pierwiastkiem wielomianu
w=4z> — 3z — cos ¢,

ktérego wspoélczynniki naleza do ciata liczbowego zawierajacego
liczby wymierne i liczbe cos .

Jesli wielomian w jest nierozkladalny nad tym ciatem, to
poniewaz jest stopnia trzeciego, wiec jego pierwiastkoéw
nie mozna wyrazi¢ przez pierwiastniki kwadratowe.

To oznacza niewykonalnosé trysekcji.

Najprostszym przyktadem kata, ktorego trysekcja jest
niewykonalna, jest kat 60°. Istotnie, cos 60° = % Wielomian
43 — 3z — % ma wspolczynniki z ciata liczb wymiernych
i jest nierozktadalny nad tym ciatem. Gdyby bowiem byt
rozktadalny, to réwniez wielomian 8z — 6z — 1 byltby
rozktadalny, jeden z czynnikéw tego rozktadu bylby
stopnia pierwszego, skad wynikatoby, ze wielomian mialby
pierwiastek wymierny. Pierwiastkami wymiernymi tego
wielomianu mogtyby by¢ liczby 1, —1, %7 —%7 i, —i, %, —%,
a jak mozna bezposrednio sprawdzié¢, zadna z tych liczb
nie jest pierwiastkiem wielomianu.

Inaczej jest z katem 90°. Poniewaz cos 90° = 0, wiec
wielomian 42® — 3z — cos p = 42® — 3z = z(42® — 3) jest
rozkladalny. Zatem trysekcje kata 90° mozna przeprowadzié,
cho¢ zamiast konstrukeji podziatu tego kata na trzy rowne
czesci mozemy podaé bezposrednia konstrukcje kata 30°:
konstruujemy tréjkat réwnoboczny i prowadzimy dwusieczna
jego kata wewnetrznego.

Niewykonalnosé¢ trysekeji kata oznacza tyle: nie mozna

za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ dowolnego kata

na trzy réwne czesci. Powtérzmy: w konstrukeji klasycznej
linijki wolno uzywaé jedynie do kreslenia prostej przez
dane dwa punkty, cyrkla — do kreslenia okregu o $rodku
w danym punkcie i promieniu réwnym odlegtosci dwoch
danych punktéw.

Okazuje sig, ze nieznacznie wzbogacajac mozliwosci
wykorzystania cyrkla i linijki, mozna wykonaé¢ konstrukcje
niewykonalne w sensie klasycznym. Archimedes
zaproponowal wykonanie trysekcji dowolnego kata

za pomoca cyrkla i linijki, na ktorej zaznaczono dwa punkty.
Robi sie to tak. Majac dany dowolny kat ¢ o wierzchotku O,
przedtuzmy jedno z jego ramion do prostej i wykreslmy
okrag o srodku O i promieniu rownym odleglosci r» punktow
zaznaczonych na linijce. Nastepnie przytézmy linijke tak,

by przeszta przez punkt C' przeciecia okregu z drugim
ramieniem kata, a z dwoch zaznaczonych na linijce punktéw
punkt A wypadl na przedtuzeniu pierwszego ramienia, za$
punkt B byt réznym od C' punktem okregu.

Prosta przechodzaca przez punkty A, B, C tworzy

z przedhuzeniem pierwszego ramienia kat a. Wykazemy, ze

a = /3. Trojkat ABO jest rbwnoramienny, bo AB = BO = r,
skad wynika, ze XABO = 180° — 2, a wiec XOBC = 2a.
Trojkat BC'O réwniez jest rownoramienny, bo BO = CO =,
stad < BCO = 2a. Wobec tego < BOC' = 180° — 4a. Trzy katy
o wierzchotku O daja w sumie kat polpelny, a zatem

a+ (180° — 4a) + ¢ = 180°,
skad wynika, ze ¢ = 3a.



