Liczby pierwsze i jednoznacznoS¢ rozkladu — ogélniej
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Po zwiekszeniu masy pierwszego
cylindra réwnowaga nastapi dopiero,
gdy znajdzie si¢ on na dnie naczynia,
a caly gaz przejdzie do drugiego
cylindra. Poniewaz ci$nienie gazu
oraz jego temperatura nie zmieniaja
sig, wigc takze objetos¢ pozostanie
stata. Zatem S1h + Sash = Schq,
gdzie S; i S2 to przekroje wewnetrzne
cylindréw, a h; to wysoko$¢, na ktéra
wzniesie si¢ drugi ttok. Poczatkowo
ci$nienie gazu w obu naczyniach byto
jednakowe, tzn. mi1g/S1 = mag/S2,
stad S1/S2 = m1/mso. Zatem

mi
hi = (— + 1) h = 0,15 m.
ma
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fragmenty artykulu Wtadystawa NARKIEWICZA z Delty 9/1979

Twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze w zbiorze liczb
naturalnych wypowiada sie najprosciej w nastepujacy sposob: kazda liczbe
naturalng rézna od jednosci mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu pips ... p.
liczb pierwszych na jeden tylko sposob, o ile rozklady, rézniace sie kolejnoscia
czynnikéw, uwazaé bedziemy za réwne. Podobne twierdzenie mozna wystowié
takze i dla liczb catkowitych, niekoniecznie dodatnich: kazdg liczbe catkowitq,
rozng od 0,1, —1, mozZemy przedstawic¢ na jeden sposéb w postaci iloczynu

apips - .- Pr, PTZY CZYM P1, .- ., Pr S¢ liczbami pierwszymi, a liczba a réwna jest

1 lub —1. (Oczywiscie i w tym przypadku nalezy utozsamiaé rozklady,

rézniace sie kolejnoscia czynnikéw.) Nazwijmy pierscieniem liczbowym kazdy
zbior zawarty w zbiorze liczb zespolonych, w ktérym wykonalne jest dodawanie,
odejmowanie i mnozenie. Oczywiscie, zbior Z liczb catkowitych jest takim
pierscieniem. Nasuwa sie naturalne pytanie, czy w kazdym pierscieniu liczbowym
zachodzi twierdzenie analogiczne do wystowionego przed chwilg w przypadku
pierscienia Z.

Rozpatrzmy dla przykladu pierécien liczb catkowitych Gaussa, zlozony ze

wszystkich liczb zespolonych postaci A + Bi, przy czym A, B sa liczbami

catkowitymi. O tym pierécieniu mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie,

analogiczne do twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie w Z: jedli z jest liczba

catkowita Gaussa, rozna od 0,1, —1,7, —7, to mozemy ja przedstawi¢ w postaci
z=P ... P,

przy czym liczby P; sa liczbami pierwszymi Gaussa, tj. maja te wlasnosé, ze

z rozkladu P; na czynniki, P; = xy, gdzie z,y sa liczbami catkowitymi Gaussa,

wynika, ze jeden z tych czynnikéw jest réwny, 1, —1, ¢ lub —i.

Jezeli

z=P-...- P!
jest innym rozkladem tego typu, to r = s, a przy tym po odpowiednim
przenumerowaniu liczb P{, ..., P! zachodza réwnosci: P{ = a1 Py, ..., P, = a, P,
przy czym kazda z liczb a; jest réwna 1, —1, ¢ lub —i.

Dla przykladu roztozymy na czynniki pierwsze w pierécieniu Gaussa liczbe 2:
mamy réwnoéé: 2 = (14 4)(1 — i), a rozklad ten jest rozkladem na czynniki
pierwsze, bo jedli np. 1+ i = (a + bi)(c+ di), to 2 = [1 +i| - [1 —i| = |1 +i|]*> =
= (a® + b?)(c* + d?), a zatem a? + b> = 1 lub tez ¢? + d? = 1, co pokazuje, ze
jedna z liczb a + bi, ¢ + di jest réwna 1, —1, 4 lub —i.

Mozemy przy tym takze napisaé: 2 = i(1 — )% = (=1)(1 +4) (=1 +4) = —i(1 + )2,
co pokazuje, ze mozliwosci podane w sformutowaniu twierdzenia rzeczywiscie
wystepuja.

By méc sensownie sformutowaé twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu dla
dowolnego piericienia liczbowego, nalezy uprzednio okresli¢, co bedziemy
rozumieli przez liczby pierwsze w takim pierscieniu i jakie liczby beda graty role
liczb 1, —1 w pierscieniu liczb caltkowitych, czy tez liczb 1, —1,7, —¢ w pierScieniu
Gaussa. W tym celu zauwazmy, ze odwrotno$é¢ kazdej z liczb 1, —1,4, —i rowniez
lezy w pierécieniu Gaussa.

Niech log oznacza logarytm przy naszej ulubionej podstawie.

_log3.log7' _log7'log3
~ log2 logh’ ~ log2 logh’
Zatem K = L.
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Przypusémy przeciwnie, ze istnieje liczba
calkowita r, dla ktérej f(r) = 2012.
Korzystajac z tego, ze x — y dzieli
f(z) — f(y), dla dowolnych liczb
catkowitych x i y, mamy
r—1t;]2003, j=1,2,3,4.
Liczba 2003 jest pierwsza, wigc skoro
liczby r — t; sa parami rézne, to bez
straty ogdlnosci mozemy przyjacé, ze
t1 = r — 2003, ts =r+1,
to =7 —1, ty = r + 2003.
Poniewaz f(t;) =9, wiec
po podzieleniu z reszta
wielomianu f przez wielomian
(x —t1)(x — t2)(x — t3)(x — ta)
mamy
f(z) =g(x)  (z—r+2003)(z—7r+1)
(z—7r—1)(z —r —2003) + 9,
dla pewnego wielomianu g
o wspoétczynnikach catkowitych.
Podstawiajac @ = r, dostajemy
2012 = g(r) - 20032 + 9,

co przeczy temu, ze g(r) jest liczba
caltkowita.

To podsuwa nastepujace okreslenie: jezeli R jest pierScieniem liczbowym,

to liczba a nalezaca do niego nazywa sie odwracalna w R, jezeli a # 0 oraz

1/a nalezy do R. (Oczywiscie, liczby 11 —1 sa odwracalne w kazdym pierscieniu,
a przyklad pierScienia Gaussa pokazuje, ze liczb odwracalnych moze by¢ wiecej.)
Teraz mozemy okresli¢ liczby pierwsze w pierdcieniu R: rézna od zera liczbe a
pierécienia R nazywamy liczba pierwsza w R, jezeli z réwnosci a = zy (x € R,

y € R) wynika, ze jedna z liczb x,y jest odwracalna w R.

Uzywajac tych definicji, mozemy teraz sformulowaé¢ dla dowolnego pierscienia
liczbowego R odpowiednik twierdzenia o jednoznacznoéci rozkladu: méwimy, ze
w R zachodzi twierdzenie o jednoznacznosct rozkladu, jezeli kazda liczba a € R,
rozna od zera i nieodwracalna da sie zapisa¢ w postaci

a:Pl-...-Pr,
przy czym liczby Py, ..., P, sq liczbami pierwszymi w R, a przy tym jezeli
a=P|-...- P! jest innym takim rozkladem, to r = s i po odpowiednim

ponumerowaniu liczb P{, ..., P! zachodzq réwnosci: P{ = ¢1 Py, ..., P. =¢. Py,

przy czym liczby c1, ..., ¢, sq odwracalne.

Nastepujacy przyklad swiadczy o tym, ze sformulowane powyzej twierdzenie
nie we wszystkich pierscieniach liczbowych jest prawdziwe:

rozpatrzmy pierscien R zlozony ze wszystkich liczb a + biv/5, przy a,b € Z.
(Proponuje Czytelnikowi sprawdzenie, ze R w istocie jest pierécieniem.) Liczba 6
ma w R dwa rézne rozklady:

6=2-3=(1+V5)(1—iV5).
Nietrudno sprawdzié, ze wystepujace tu czynniki sa liczbami pierwszymi
w rozwazanym pierscieniu. Jezeli np. 2 = X - Y = (x + yiv/5)(a + biv/5),
przy czym z,y,a,b € Z, to 4 = |x + yiv/5|?|a + biv/5|? = (2% + 5y?)(a® + 5b?),
a wiec 22 + 5y% = a® + 5b% = 2 lub tez jedna z liczb 22 + 5y2, a? + 5b2 jest
réwna 1, a druga réwna 4. Poniewaz réwnanie u? + 502 = 2 nie ma rozwiazan
catkowitych, musi zachodzi¢ druga mozliwosé, a wéwczas jedna z liczb X, Y
musi by¢ réwna 1 lub —1. Podobnie sprawdzamy, ze pozostale czynniki
naszych rozkladéw sa pierwsze. Pozostaje sprawdzi¢, ze ilorazy czynnikow
obu rozkladéw nie sa odwracalne, ale to wynika z uwagi, ze zadna z liczb
1%_\/5’ %g nie lezy w R. Widzimy ostatecznie, ze w pierscieniu R twierdzenie
o jednoznacznosci rozktadu nie zachodzi.

Wielomianéw postaci 22 + = + p, gdzie p jest liczba pierwsza, majacych
te wlasnosé, ze dla wartosci x z zakresu od 0 do p — 2 przyjmuja wartosci
bedace liczbami pierwszymi, wcale nie jest duzo. Euler w 1772 roku, oprocz
wspomnianego w Malej Delcie 2 + = + 41, znal jeszcze cztery wielomiany
tego typu:
?+2+3, 22+z+5 2+z+1l, P4z +1T.

Okazuje sie, ze innych nie ma, ale dow6éd powstal dopiero w 1966 roku.
A dlaczego wartoéci x, dla ktérych wielomian daje w wyniku liczbe pierwsza,
koncza si¢ na p — 27 Dla z = p — 1 mamy

=12+ @-D+p=@-1)*+20-1)+1=(p-1+1)°=p".

M. D.-B.

Ktoéra liczba jest wigksza?
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