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Lord Rayleigh, wlasciwie John William
Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842-1919),
laureat Nagrody Nobla w dziedzinie fizyki
w 1904 r. (badanie gestosci gazéw

i odkrycie, wspdlnie z Sir W. Ramsayem,
argonu).

Wtiasnosé opisang w twierdzeniu Lorda
Rayleigha odkryl ponownie w 1926 roku
kanadyjski matematyk Samuel Beatty
(1881-1970), Amer. Math. Monthly 33
(1926), no 3, Problem 3173. Rozwigzanie:
Monthly 34 (1927), str. 159.

Zlota proporcja to podzial odcinka na
dwie czesci tak, by stosunek dluzszej
z nich (a) do krétszej (b) spelniat

proporcje “:b =2 =0¢.

Twierdzenie Lorda Rayleigha
Jarostaw GORNICKI*

Brytyjski fizyk Lord Rayleigh w 1877 roku w ksiazce The Theory of Sound
(vol. I, str. 123) opisal prawidlowosé, ktéra mozna wyrazi¢ nastepujaco:

Twierdzenie 1. Niech o ©  bedq dodatnimi liczbami niewymiernymi takimi, Ze
é + % = 1. Niech [z], gdzie x € R, oznacza najwickszq liczbe calkowitq nie wiekszq
niz x. Wowczas dla zbioréw

A={lan]:n=1,2,...}, B={[fn]:n=1,2,...}
mamy: (i) ANB =0 oraz (i) AUB =N.

Ciagi liczb naturalnych, ktére spelniaja wlasnosci (i) oraz (ii), nazywamy
komplementarnymi.

Dowéd tego twierdzenia nie jest trudny. Przede wszystkim zauwazmy, ze jesli
a i [ sa liczbami niewymiernymi, to zadna z liczb postaci an, gn (gdzie n € N)
nie jest liczba naturalng. Ponadto warunek é + % = 1 gwarantuje, ze o > 1
ipg>1.

Zalézmy, ze istnieja liczby m,n € N takie, ze [am] = [6n] = p € N. Wtedy
p<am<p+1ip<fBn<p+]1.

Stad
m 1 m . n 1 n

— << — 1 — << < —.
p+1 o p p+1 B8 p
Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy nieréwnosé
m+n<l+l_1<m+n
p+1 “a B p

z ktérej wynika, ze

p<m+n<p+1,
a to jest niemozliwe w zbiorze liczb naturalnych. Dowodzi to prawdziwosci
wlasnosci (i).
Zauwazmy, ze jedna z liczb «, 8 nalezy do przedzialu (1,2), a to gwarantuje, ze
1EAUB.Istotnie7jeélia>21ﬂ>2,toé<%i%<%,wi@cé+%<1, co
przeczy zalozeniu.

Jedli liczba naturalna g > 21 g ¢ AU B, to istnieja liczby naturalne m i n takie,
ze
am<qg<qg+l<am+1l) i fn<qg<qg+l<pB(n+1).
Wynikaja stad nieréwnosci
m 1 m+1

< .n < 1 < n+1

I - ) ’
qg o q+1 g B q+1
ktére po dodaniu stronami dajg nieréwnosé

m+n 1 1 m-+n—+2
<—4—-=1l<—.
q a B q+1

Stad
m+n<g<g+l<m+n+2,

co jest niemozliwe w zbiorze liczb naturalnych. Zatem AU B = N.

Przyklad. Jedli o = 1+T\/g = ¢ (¢ to tzw. zlota proporcja), to =1+ ¢ = ¢? i
A={[n¢] :n=1,2,...} ={1,3,4,6,8,9,11,12,14,16,17,19, ...},
B={[n¢*:n=1,2,...} ={2,5,7,10,13,15,18,20,...}.

Dla par

(1) (an,ba) = ([n9], [n6°]), n=1,2,...,
czyli (1,2), (3,5), (4,7), (6,10) itd., mamy nastepujace wlasnosci:

e b, —a,=n.

Istotnie, poniewaz ¢? = 1 + ¢, wiec

bn = an = [n(1 4+ ¢)] = [n¢] = [n + ng] — [n¢] = n + [n¢] — [ng] = n.

Zatem n-ta para jest postaci (an,a, + n).
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(e®) a, jest najmniejsza liczba naturalna, ktéra nie
wystapila w zadnej parze (ag,by) dla k < n.
Istotnie, niech ¢ bedzie najmniejsza liczba
naturalng, ktéra nie wystapita wérod liczb ay
ani wérod liczb by dla k < n — 1. Wtedy, zgodnie
z twierdzeniem Lorda Rayleigha, liczba ¢ musi
wystapi¢ w zbiorze liczb a lub by dla k > n.
Poniewaz najmniejsza liczba naturalnag w tych
zbiorach jest liczba a, (a; < aj41, bj < bjy1 oraz
a; < b dla wszystkich j =1,2,...), wiec ¢ = a,,.

Roéwniez odwrotnie, pary liczb spelniajace warunki (e)
i (ee) sg postaci (1).

Oto dwie sytuacje, w ktérych znajomosé twierdzenia
Lorda Rayleigha jest pomocna.

Problem olimpijski. Na XX Miedzynarodowe;j
Olimpiadzie Matematycznej (Bukareszt, 1978 r.)

w pierwszym dniu zawodéw pojawito sie nastepujace
zadanie konkursowe:

Zadanie. Zbidr liczb {1,2,...} jest sumq dwdch
rozlgcznych podzbioréw {f(1), f(2),..., f(n),...}
i{9(1),9(2),...,9(n),...}, gdzie
f)<f2)<...<f(n)<...,

g(1) <g(2)<...<gn) <...,

ig(n) = f(f(n))+ 1 dla wszystkich n > 1. Wyznaczyé
£(240).

Dla ucznia, ktéry nie zna twierdzenia Lorda Rayleigha,
problem wydaje sie (jest?) beznadziejny (patrz

J. Browkin, Zbior zadan z olimpiad matematycznych,
tom 6, WSiP, Warszawa 1983, zadanie 94).

Wiedza o twierdzeniu Lorda Rayleigha radykalnie
zmienia sytuacje. Zalézmy, ze

f(n) =lan] i g(n) = [Bn],

Opis gry Wythoffa w jezyku szachéw:
figura krélowej z szachéw jest
umieszczona na szachownicy
nieograniczonej od goéry i z prawej strony.
Kazdy z dwéch graczy, na przemian,
wykonuje ruch krélowa. W jednym ruchu
gracz moze przesunaé krolowg o dowolng
dostepna liczbe pdl w dét albo na lewo,
albo po przekatnej w kierunku bokéw
ograniczajacych szachownice. Zwyciezca
gry zostaje gracz, ktéry pierwszy umiesci
krélowa w rogu szachownicy.

jeden z punktow

(P—M,Q),
gdzie M > 1 jest liczba naturalna i nowo uzyskana pare (P’, Q') tworza nieujemne
liczby calkowite. Pierwszy gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu, przegrywa (lub

gdzie o i # sa pewnymi liczbami niewymiernymi, takimi
ze é + % = 1. Liczby «, § sprébujemy wyznaczy¢
z warunku g(n) = f(f(n)) + 1, czyli

(2) [Bn] = [a]an]]+1 dla n > 1.
Poniewaz przy n — oo, [ﬂn—"] = pi % — a, wiec
ofan]] _ fofon)] fon]
n [an] n

Zatem dzielac obie strony réwnosci (2) przez n

i przechodzac z n — oo, otrzymujemy 3 = o?. Wéwczas
7 rOWnosci é—k%:lmamy a2—a—1:()ia:%:
= ¢~ 1,61803 oraz B =1+ a = ¢? ~ 2,61803.
Oczywiscie ¢ i ¢? sa liczbami niewymiernymi takimi,

ze + + # = 1. Zatem funkcje f(n) = [¢n] i g(n) = [¢*n]
spe?nia'@ twierdzenie Lorda Rayleigha, czyli wiekszosé
warunkéw zadania. Pozostaje pokazaé, ze spelniaja one
warunek (2). Nieréwnosé [¢n] < ¢n < [¢n] + 1 mnozymy
przez ¢ i mamy

¢lon] < ¢°n < ¢([¢n] + 1) < ¢on] + 2,
[0lenl] < [¢6°n] < [d([gn] +1)] < [gleén] + 2,
czyli

f(F(n) <g(n) < f(f(n) +1) < f(f(n)) +2.

Poniewaz migdzy liczbami naturalnymi f(f(n))

i f(f(n))+ 2 zawarta jest dokladnie jedna liczba
naturalna, wiec g(n) = f(f(n)) 4+ 1. Oznacza to, ze
funkcje f(n) = [¢n] i g(n) = [¢*n] spetniaja warunki
zadania. Ponadto nietrudno wykaza¢ za pomoca
indukcji, ze istnieje co najwyzej jedna para funkcji f
i g, spelniajacych te warunki. Wobec tego

1++5
2

f(240) = [ -240} = 120 + [120V/5] = 388.

Gra Wythoffa. W 1907 roku holenderski matematyk Willem Abraham Wythoff
opisal nastepujaca gre: para nieujemnych liczb catkowitych (P, Q) jest punktem
poczatku gry. Gra toczy sie¢ miedzy dwoma zawodnikami, ktérzy wykonuja ruchy
na przemian. Ruch kazdego gracza polega na zastapieniu punktu (P, Q) przez

(P,Q—M) lub (P—M,Q— M),

réwnowaznie, wygrywa gracz, ktéry pierwszy osiagnie pozycje (0,0)).

2 °
1 ° [ )
0 °

0 1 2 3

Rys. 1. Gracz B moze wykonaé¢ ruch tylko
tam, gdzie sa kropki

Przykladowa rozgrywka:

A B A B A B
3 (16,21) — (16,13) — (12,9) — (5,9) — (2,6) — (2,1) — (...).
W tym momencie gracz B ma mozliwosé ruchu na jedng z czterech pozycji
(rys. 1): (1,1),(0,1),(0,2),(1,0). Bez wzgledu na to, jaki ruch wykona gracz B,
w nastepnym ruchu gracz A osiagnie pozycje (0,0) i zostanie zwyciezca.

Gra moze dostarczyé¢ przyjemnosci, poki jeden z graczy nie odkryje strategii
wygrywajgcej, tj. takiego postepowania, ktére przy mozliwie najlepszej grze
przeciwnika i tak zapewni mu zwycigstwo, oczywiscie jesli sam nie popelni bledu.
Kto chce zmierzy¢ sie z problemem, niech przerwie dalsza lekture.

Rozstrzygniecie zawiera twierdzenie.

Twierdzenie 2 (W.A. Wythoff, 1907 r.). W grze Wythoffa strategia
wygrywagjgca istnieje jedynie dla pozycji postaci (ay,by) lub (by,ay), gdzie
(an,bn) = ([ng], [n¢2]), n =1
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Rys. 2

Milutin Milankovié zyt podobnie jak
Tesla na przetomie XIX i XX wieku, byt
astronomem i klimatologiem, ktéry
zajmowal si¢ charakterystyka klimatow
planet w Ukladzie Stonecznym

i wyjasnieniem dlugoterminowych zmian
klimatu na Ziemi spowodowanych
zmianami polozenia Ziemi w stosunku do
Storica. Podobne hipotezy byty
proponowane w XIX wieku m.in. przez
Josepha Adhemara i Jamesa Crolla, ale
dopiero Milankovié¢ gruntownie
przeanalizowal przyczyny zmian.

Oznaczmy przez W zbior pozycji, o ktérych méwi twierdzenie 2.

Uzasadnienie tego rezultatu wykorzystuje obserwacje z omawianego wczesniej
przykladu.

Po pierwsze, wykonujgc ruch z pozycji naleZqcej do zbioru W, przechodzimy na
pozycje, ktdra nie nalezy do zbioru W (rys. 2).

Na przyklad nie ma zadnego ruchu z pozycji (an, b,) do pozycji (am, by,) lub
(b, am ), gdzie m < n. Jest tak, bo z okreslenia a,, (patrz (ee)) a, # am 1 an #
by,. Ponadto b,, > by, > au,, zatem b, # ap, i by # by, Ruch wzdluz przekatnej
tez nie daje sukcesu, bo b, — a, =n, a by, — a,, = m.

Po drugie, zawsze istnieje ruch z pozycji nienaleZgcej do zbioru W na pozycje
nalezgeq do zbioru W lub na pozycje (0,0).

Niech gracz znajduje sie w pozycji (a,b) ¢ WU {(0,0)}. Jesli a = b lub a = 0, lub
b =0, to jeden ruch pozwala znalez¢ sie na pozycji (0,0) i zostaé¢ zwyciezca.

Zalézmy, ze 0 < a < b. Przyjmijmy najpierw, ze a = a,, dla pewnego n € N. Jedli
b > by, to istnieje bezposredni ruch na pozycje (an,b,). W przeciwnym razie

an < b < by,. Niech m =b—a. Wtedy m < n = b, — a, (patrz (e)), wiec a,, < a,
i istnieje ruch na pozycje (am, b ). W koiicu, jesli a # a,, dla wszystkich n € N,
to zgodnie z twierdzeniem Lorda Rayleigha a = b,, dla pewnego n € N. Wtedy
b > a > a, i istnieje ruch na pozycje (bn,an). Gdy 0 < b < a, rozumowanie jest
podobne.

Whiosek. Jesli w grze Wythoffa gracz bedzie wykonywal ruch z pozycji (a,b) € W
luba=">, luba =0 lub b= 0 ¢ nie popelni bledu, to zostanie zwyciezcg!

Cykle Milankovic¢a Michat BEJGER

Okazuje sie, ze astrologowie maja racje: polozenie planet ma kluczowy wplyw
na nasze zycie. Oczywiscie jednocze$nie myla sie, poniewaz wplyw planet

jest inny, niz to wynika z wrézb i horoskopéw. Ziemia jest jedna z planet
Ukladu Stonecznego i jako taka podlega grawitacyjnym wplywom innych cial
niebieskich: Stonca, Ksiezyca i duzych planet, w szczegdlnoéci Jowisza. Wplywy
te sa tak istotne, ze ksztaltuja klimat na Ziemi w dtugiej skali czasowej rzedu
dziesiatek i setek tysiecy lat. W szczegdlnosci epizodyczna natura okreséw
zlodowacen i interglacjaléw (okreséw, w ktérych lodowce ustepuja), ktéra
jest udokumentowana w skamieniato$ciach z ostatnich kilku milionéw lat,
powodowana, jest przede wszystkim cyklicznymi zmianami w parametrach
orbitalnych Ziemi w ruchu wokdét Stonca.

Najwazniejsze efekty planetarne odpowiedzialne za cykliczne zmiany klimatu
to periodyczno$ci w mimosrodzie orbity Ziemi, nachyleniu osi obrotu Ziemi do
plaszczyzny orbity oraz precesji osi obrotu. Te periodyczne zmiany nazywane
sa cyklami Milankovica. Wymienione periodycznosci sa modyfikowane przez
dodatkowe efekty: zmiany w nachyleniu plaszczyzny orbity Ziemi wzgledem
calkowitego orbitalnego momentu pedu Ukladu Stonecznego, wyznaczanego

z grubsza przez uklad Slonce-Jowisz, oraz precesje orbity Ziemi, czyli ruch
peryhelium.

Cykle sa powiazane z iloScig promieniowania slonecznego docierajacego do
powierzchni Ziemi. Gléwnym czynnikiem zmian klimatu nie jest wylacznie
calkowita ilo$¢ energii docierajaca ze Slonica na Ziemie, ale sezonowosé

w nadmiarze lub niedoborze energii na okredlonym obszarze Ziemi, np.
poinocnej poétkuli. W zwiazku z tym okresy powigkszonej lub zmniejszonej
ilosci promieniowania stonecznego bezposrednio wplywaja na skomplikowany
uktad zaleznosci ladéw i oceandw definiujacy globalny klimat Ziemi, m.in. na
pojawianie sig, wzrost i cofanie si¢ lodowcéw i zwiazane z tym zmniejszanie lub
zwiekszanie sie wilgotnosci atmosfery.
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