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Zadania z matematyki nr 807, 808
Redaguje Marcin E. KUCZMA

807. Dane sg liczby A, B > 0; AB < 1. Funkcje f: R = R, g: R — R spelniaja
dla wszystkich z,y € R warunki

[f@) = fWl<A-jo—yl, lg9@) -9 < B[z -yl
przy czym f jest roznowarto$ciowym odwzorowaniem zbioru R na caly zbiér R;
ma wiec funkcje odwrotnag h: R = R (f(h(z)) = h(f(z)) = x). Udowodnié, ze
funkcja g + h tez jest réznowartosciowym odwzorowaniem zbioru R na caly
zbiér R.
808. Znalez¢ wszystkie pary liczb wymiernych x,y > 1 spelniajacych réwnanie
¥ = zy.
Zadanie 808 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2020

803. Dane sg liczby rzeczywiste a > b > 0. Udowodnié, ze zbiér liczb 804. Niech p bedzie liczbg pierwsza; p > 2. Dla liczby calkowitej r
rzeczywistych x spelniajacych réwnanie |az + b] = |bx + a] zawiera niech A, oznacza zbidr takich permutacji (z1,...,zp) zbioru
pewien przedzial dlugosci 1/a. Pokazaé tez, ze dla dowolnej liczby wszystkich reszt (mod p), ze

b > 0 mozna znalez¢ liczb¢ a > b tak, by rozwazany zbiér zawieral 1 +2x2 4+ ...+ pry, =1 (mod p).

przedzial dlugosci wickszej niz 1/a.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
797 (WT = 2,57) i 798 (WT = 2,11)

z numeru 2/2020

Btazej Zmija Krakéw
Michal Adamaszek Kopenhaga
Janusz Fiett Warszawa
Zbigniew Skalik Wroctaw
Franciszek S. Sikorski Warszawa
Pawel Burdzy Warszawa
Marek Spychata ‘Warszawa
Jakub Wegrecki Krakéw
Andrzej Kurach Ryjewo
Marcin Matogrosz Warszawa
Karol Matuszewski Rawicz

Trzej Panowie mijaja lini¢ magiczng 44 p.:
Michal Adamaszek po raz pigty —
Weteran od 17 lat (potem dluga przerwa);

48,34
47,63
44,67
43,94
41,91
41,58
40,62
39,40
38,41
36,93
36,19

Janusz Fiett po raz trzeci — Weteran

od dzis; |
Blazej Zmija — nowy przybysz do
K44M!

Dowiesé, ze jedli 0 < r < s < p, to zbiory A, i A; sa réwnoliczne.

803. Dla ustalonej liczby catkowitej n przedzial I, = [2=2, 2t1=b) jest zbiorem

tych liczb «, dla ktérych |ax + b] = n, za$ przedzial J,, = [”g“, "*;’“) jest
zbiorem tych z, dla ktérych |bx + a] = n. Nalezy wykazaé, ze dla pewnego n
czes¢ wspllna I, N J,, zawiera przedzial dlugosci 1/a. Poniewaz przedzial I,, ma
taka wtasnie dlugos$¢, wystarczy, zeby byt on zawarty w J,,. Taka inkluzja ma
miejsce, gdy jednoczesnie zachodza nieréwnosci 20 > nze  nkl=b < ndja
Po prostym przeksztalceniu ta koniunkcja przybiera postaé

n(a—b) <a? —b* < (n+1)(a—0b);
wobec zalozenia a > b jest to réwnowazne nieréwnoéci podwdéjnej
(1) n<a+b<n+l.
Zatem dla n = |a + b] rozwazany w zadaniu zbiér zawiera przedzial I,
dlugosci 1/a.

W dalszej czeSci zadania nalezy wykazaé, ze dla kazdego b > 0 istnieje liczba

a > b, dla ktérej rozwazany zbidr zawiera przedzial dluzszy niz 1/a. W tym celu
bierzemy dowolng liczbe a > b taka, ze a + b jest liczba caltkowita. Wowczas
kazda z liczb calkowitych n = a + b oraz n = a + b — 1 spelnia warunki (1).

Dla pierwszej z tych liczb dostajemy przedziat I,, = [1, 1+ %), zas dla drugiej
I, = [ — %, 1); i kazdy z tych przedzialéw zawiera sie w rozwazanym zbiorze.
Laczac je, dostajemy przedzial dlugosci 2/a; wiec wiekszej niz 1/a; a o to
chodzito.

804. Teza wynika wprost z tego, ze mnozenie przez element niezerowy jest
bijekcja ciala Z,. W jezyku bardziej elementarnym: jesli (x1,...,zp) jest

permutacja zbioru {0,1,...,p—1}, za$ r jest elementem zbioru {1,...,p—1},
to reszty z dzielenia liczb rxq,rxo, ..., 2, przez p sa wszystkie rézne — tworza
wiec takze permutacje zbioru {0, 1,...,p—1}. Przy tym jesli wyjsciowa permutacja

nalezala do zbioru A; — czyli spelniala zaleznos¢ Y %_, iz; =1 (mod p) — to
po pomnozeniu wszystkich jej wyrazéw przez r utworzy permutacje, w ktérej
analogiczna suma przystaje do r — czyli permutacje nalezaca do zbioru A,.

Zostalo w ten sposéb okre$lone odwzorowanie ze zbioru A; do zbioru A,.

Ono jest odwracalne; wezmy bowiem element ¢t € {1,...,p—1}, dla

ktérego rt =1 (mod p) (taki element ¢ istnieje, bo reszty z dzielenia liczb

r,2r, ..., (p—1)r przez p sa wszystkie rézne i niezerowe). Jesli teraz permutacja
(Y1, -, Yp) znajduje sie¢ w zbiorze A,, to po pomnozeniu wszystkich wyrazéw
przez t znajdzie si¢ w zbiorze A;. Uzyskane odwzorowania A; — A, (mnozenie
przez r) oraz A, — A; (mnozenie przez t, gdzie rt = 1) sa wzajemnie odwrotne.
To dowodzi, ze zbiér A, jest réwnoliczny ze zbiorem A;. Skoro tak jest dla
kazdej niezerowej reszty 7, znaczy to, ze wszystkie zbiory A;,..., A,—1 sa
rownoliczne.
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