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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

Zadania z matematyki nr 805, 806
Redaguje Marcin E. KUCZMA

805. Wewnatrz wypuklego n-kata A; A, ... A, lezy taki punkt P, ze kazdy

z trojkatow PA; A;11 jest réwnoramienny (przyjmujemy A,+1 = A;). Czy stad
wynika, ze wielokat ma okrag opisany, ktérego srodkiem jest punkt P?

806. Nieskoniczony ciag liczb naturalnych (a,) jest okreslony wzorami a; = 2;
apy1 = 2% +2 dlan > 1. Niech f(z) = 2% — x. Udowodnié, ze dla kazdego

n > 1 liczba f(an+1) dzieli sie przez f(ay).

Zadanie 806 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadan z numeru 5/2020

Przypominamy tresé zadan:

801. Na przyprostokatnej AC tréjkata prostokatnego ABC zostal dowolnie wybrany punkt D.
Symetralna odcinka C'D przecina przeciwprostokatng AB w punkcie P. Punkt Q jest symetryczny
do P wzgledem $rodka M odcinka AB. Punkt R jest rzutem prostokatnym punktu @ na prosta DP.
Udowodnié, ze M lezy na dwusiecznej kata PCR.

802. Niech

réwnanie tgx = .

2, T3, . .. bedzie rosngcym ciagiem wszystkich dodatnich liczb = spelniajacych

Niech y,, = (n + %)7’{' — x,,. Obliczy¢ granice ciagu (nyy,) przy n — oo (lub

wykazaé, ze granica nie istnieje).

801. Trojkaty AMC i CPD sa réwnoramienne. Przyjmijmy oznaczenia:
|xCAM| =[x ACM| = «, |xCDP| = |xDCP| = §; zatem |xCPD| = 180° — 20.
Srodek odcinka CD lezy blizej punktu C niz punktu A, wobec czego punkt P
lezy miedzy M i B; w takim razie |<MCP| = § — a. Rachunek katéw

w tréjkacie ACP pokazuje, ze |XAPR| =§ — a.

Poniewaz QR 1 PR, tréjkat PM R jest rownoramienny, wiec
|XxMRP| = |xMPR| =6 — a. Uzyskujemy réwnosé¢ |xMCP| = |xMRP],

795 (WT Z_nlu’i?gr; 729/625%T =2:34) z ktérej wynika, ze czworokat M PCR ma okrag opisany. Skoro |M P| = |[MR|,
Fukasz Merta Krakéw 4407 punkt M jest srodkiem luku PR tego okregu; a to znaczy, ze pélprosta C' M
Janusz Fiett Warszawa 43,82 potowi kat PC'R. To teza zadania.

Blazej Zmija Krakéw 43,66
Michal Adamaszek  Kopenhaga 42,95 802. Dla z € (0, 3m) zachodzi nieréwnosé tgz > x, wiec w tym przedziale nie
lzjzifé‘;%vifdkz"lyhk g;‘is;zvv:a jﬂ:gg lezy zaden wyraz ciagu (x,). W kazdym dalszym przedziale dodatniosci funkeji
Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28  tangens lezy jeden wyraz. Tak wiec nm < z, < (n + )m. Wobec okreglenia
Marek Spychata Warszawa 40,62 1 . . 1
Jakub Wegrecki Krakéw 39,40 Yn = (n+ 3)™ — @, wynika stad, ze y, € (0, 37) oraz
Andrzej Kurach Ryjewo 36,30 1 1 1
Karol Matuszewski Rawicz 34,08 tg UYn = tg(—ﬂ' — Q;n) = = — —0 gdy n — oo.

2 tgx, Ty

W matematycznym Klubie 44 nowa

postaé: pan Lukasz Merta. Witamy!

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesytaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez

W takim razie y, — 0. A skoro x,,/n — 7 (oraz tgz/z — 1 gdy z — 0), zatem
Yn N 1
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wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6éb, ktore nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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Rozwigzanie zadania F 1007. Jezeli
nieprzezroczyste ciato absorbuje czeéé a
energii padajacej na jego powierzchnig, to

z zasady zachowania energii wynika, ze
pozostaly utamek r = 1 — a energii jest
przez t¢ powierzchni¢ odbijany i rozpraszany
do otoczenia. Przyjrzyjmy si¢ energii
docierajacej od ciala A do B. Emitowany
przez powierzchni¢ A strumieni energii, réwny
oaq Tf, w calodci dociera do B. Tam jego
czes¢ as jest przez B absorbowana, a czes$é
ro = 1 — ao jest rozpraszana (odbijana)
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i w calosci wraca do A (obie powierzchnie
traktujemy jak nieskoriczone plaszczyzny —
zaniedbujemy efekty brzegowe), gdzie

jej cze$¢ ay jest absorbowana, a czgéé

r1 = 1 — a1 odbijana itd. Od A do B,

w wyniku nieskonczonej liczby odbié¢, dociera
wiec strumien energii:

oo
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4 § : n n 4
Ia = caia2T; Ty Ty = cayazT] F—

r17T2
n=0
Analogiczne wyrazenie otrzymamy dla
strumienia Iga docierajacego od B do A, ale

z To w miejscu T7. Ostatecznie, poszukiwany
strumien I energii netto przepltywajacej
miedzy cialami wynosi

cayas (T} —T3)
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Do uzyskania ostatniego wyrazenia
skorzystaliSmy z definicji
wspotczynnikéw rq, ro. Po podstawieniu
danych liczbowych: T = 121 Wm™2.



