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803. Dane sa liczby rzeczywiste a > b > 0. Udowodnié¢, ze zbiér liczb
rzeczywistych x spelniajacych réwnanie |ax + b| = |bx + a] zawiera pewien
przedzial dlugosci 1/a. Pokazaé tez, ze dla dowolnej liczby b > 0 mozna znalezé
liczbe a > b tak, by rozwazany zbiér zawieral przedzial dlugosci wickszej

niz 1/a.

804. Niech p bedzie liczba pierwsza; p > 2. Dla liczby catkowitej r niech A,

Crotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M oznacza zbidr takich permutacji (z1,. .., x,) zbioru wszystkich reszt (mod p), ze

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
789 (WT =1,93) i 790 (WT = 2,68)
z numeru 11/2019

Mikotaj Pater
Janusz Fiett
Franciszek S. Sikorski

x1+2z2+ ... +pzrp =1 (mod p).

Opole 43,11 Dowiedé, ze jesli 0 < r < s < p, to zbiory A, i Ag sa réwnoliczne.
Warszawa 42,09

Warszawa 41.28 Zadanie 804 zaproponowal pan Semen Stobodianiuk

Zbigniew Skalik Wroctaw 35,79 . . R

Pawel Burdzy Warszawa 35,34 Rozwigzania zadan z numeru 2/2020

Jakub Wegrecki Krakéw 33,71

Marek Spychata Warszawa 33,34 Przypominamy tre$é zadan:

Lukasz Merta Krakéw 32,54

Blazej Zmija Krakéw 32,29 795. Ciag x0,x1,Ta,... jest okre$lony rekurencyjnie: zo =1, x; = 1/v/2,

‘W rocznym omoéwieniu sezonu

ligowego (Ago), w opublikowanej
rozszerzonej czoléwce (,Lista
uczestnikéw. .. ") zostalo omytkowo
pomini¢te nazwisko Karol Matuszewski
ze stanem konta 15,79 (po zadaniach 796. Dane sa liczby calkowite m > n > 1, przy czym m jest liczba parzysta. Udowodnié, ze réwnanie

z A?Q)‘ Za niedopatrzenie przepraszamy. ™ 4y = (24 y)"

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych dodatnich z,y wtedy i tylko wtedy, gdy n — 1 dzieli si¢
przez m — n.

Tp—1+ Tn

- dla n=1,2,3,...
2T, 1

Tn+1 = Tn 4

Uzasadni¢ zbiezno$¢ i wyznaczy¢ granice tego ciagu.

U, . . +1
795. Z. defl-mcp clagu (l‘n) wynika (przez oczyw1strig L —9"sina, = ™ 2" s z’ edy 1 — 00
indukcje), ze wszystkie jego wyrazy sa dobrze okreslonymi 2 2n+l 2

liczbami dodatnimi. WeZmy pod uwagg ilorazy (bo (sinz)/x — 1 przy = — 0). Stad, ostatecznie, z, — 2/7.

tn, = Tp/xn—1; ciag liczb dodatnich ¢, s, ts3, ... z wyrazem

poczatkowym t; = 1/+/2 spehia zaleznoéé rekurencyjng

1+t
(1) the1 = ;" dlan=1,2,3,...
Pokazemy, ze dla n = 1,2,3, ... zachodzi réwnosé
) ™
(2) t, = cosay,, gdzie a, = PrE

Uzasadnienie indukcyjne: dla n = 1 tak jest. Przyjmijmy
rownosé t,, = cos a,, dla pewnego n > 1. Poniewaz
Qp = 2041, Mamy woéwczas
tn = cos(2a, 1) = 2(cos ay1)? — 1;
stad (wobec spostrzezenia, ze cos a1 > 0):
1+t,
5 -

W polaczeniu ze wzorem (1) daje to réwnosé (2)
z n zastapionym przez n+1, czyli teze indukcyjna.

COS Qpy1 =

Wzér (2) zostal wykazany. Wywnioskujemy z niego, ze
1
3) Tn

T 2"sinay,
dlan=1,2,3,... Znéw indukcja: dla n = 1 zgadza sie
(bo a1 = 7/4). Ustalmy n > 2 i przyjmijmy stusznosé¢ (3)
z n zastapionym przez n—1. Z takiego zatozenia
indukcyjnego i ze wzoru (2) otrzymujemy
1
Ty = tpTp—1 = (coSay,) - P Tsman 1
COS Qi 1

T 2 Tgin(2a,)  27sinay,

co koniezy indukeyjny dowéd wzoru (3). Tak wiec

20

796. Zalézmy, ze dodatnie liczby catkowite x, y spelniaja
podane réwnanie. Oznaczmy przez d ich najwiekszy
wspélny dzielnik; tak wiec z = ud, y = vd, gdzie u, v to
liczby naturalne wzglednie pierwsze. Wstawiajac to do
roéwnania i dzielac stronami przez d”, otrzymujemy
(4) A (W™ 0™ = (w4 o)™
Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby
u™ + v™. Wobec zwiazku (4) p jest tez dzielnikiem sumy
u + v. To znaczy, ze u = —v (mod p); a skoro m jest
liczba parzysta, mamy stad u™ = v™ (mod p), i dalej
2uM =um + 0™ =
Liczba u nie dzieli sie przez p (bo p | u+ v, zad u, v sa
wzglednie pierwsze); zatem p = 2.

(mod p).

Skoro u™ 4 v™ nie ma innych dzielnikéw pierwszych,
znaczy to, ze

(5) u™ o™ = 2!
Zatem liczby u i v (wzglednie pierwsze) sa obie
nieparzyste; stad u™ = v™ =1 (mod 4), bo m jest
liczba parzysta. W réwnosci (5) mamy wiec [ = 1, skad
u =v = 1. Wracamy do réwnania (4): d™ " .2 =2".
To pokazuje, ze d = 2* (dla pewnego k € N); przy tym
ok(m=n) .9 = 9on  czyli k(m —n)=n—1: liczban —1
dzieli sie przez m — n.

dla pewnego [ € N.

Na odwrét, zalézmy, ze n—1=k(m —n) dla
pewnego k. Wéwcezas para x = y = 2% jest rozwigzaniem
zadanego rownania:

M +ym —9. ka —9. 2k’n+n71 _ 2n(k+1) _ (LZ’ +y)n

Uzyskalidmy zadana réwnowaznos¢.



