Klub 44 M

1-44

Termin nadsyltania rozwigzan: 31 VII 2020

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
787 (WT = 2,26) i 788 (WT = 1,82)
z numeru 10/2019

Krzysztof Kaminski  Pabianice 44,12
Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28

Janusz Fiett Warszawa 39,41
Mikotaj Pater Opole 38,50
Pawetl Burdzy Warszawa 35,34
Zbigniew Skalik Wroctaw 33,86
Jakub Wegrecki Krakéw 32,16

Oto kolejny Weteran Klubu 44M: pan
Krzysztof Kaminski zalicza 44 p. po raz
trzeci.

Zadania z matematyki nr 801, 802
Redaguje Marcin E. KUCZMA

801. Na przyprostokatnej AC tréjkata prostokatnego ABC zostal dowolnie wybrany
punkt D. Symetralna odcinka C'D przecina przeciwprostokatnag AB w punkcie P.
Punkt @Q jest symetryczny do P wzgledem érodka M odcinka AB. Punkt R jest
rzutem prostokatnym punktu @ na prosta DP. Udowodnié, ze M lezy na dwusiecznej
kata PCR.

802. Niech z1,z2, 3, ... bedzie rosnacym ciggiem wszystkich dodatnich liczb x
spelniajacych réwnanie tgx = x. Niech y, = (n + %)71 — Zp. Obliczyé¢ granice ciagu
(nyn) przy n — oo (lub wykazaé, ze granica nie istnieje).

Zadanie 802 zaproponowal pan Witold Bednarek z YLodzi.
Rozwigzania zadan z numeru 1/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

793. Okregi Q i w przecinaja sie¢ w punktach A i B. Srodek S okregu w lezy na okregu Qi jest
koncem jego srednicy NS. Cieciwa C'S okregu €2, niebedaca $rednica, przecina okrag w oraz
odcinek AB odpowiednio w punktach I oraz J. Prosta przechodzaca przez I, réwnolegla do NS,
przecina odcinek NC w punkcie K. Dowiesé, ze prosta I N przechodzi przez érodek odcinka JK.

794. Dla liczb rzeczywistych z,y, z > 0 przyjmijmy: R(z,y,z) = VaZ Fy7 22
Q(z,y,2) = Voy + vz + yz. Wyznaczyé najmniejszg mozliwg warto$é wyrazenia
1 1 1
+ +
R(a,b,c)Q(b,c,d)  R(b,c,d)Q(a,c,d)  R(a,c,d)Q(a,b,c)
dla liczb a, b, ¢, d > 0 spelniajacych warunek 2a + 2b + 3¢ 4 2d < 6 oraz wyznaczy¢ wszystkie czworki
(a, b, c,d), dla ktérych to minimum jest osiggane.

793. Odcinek CS potowi kat BC'A. Lezacy na nim punkt I spelnia warunek
|SI| =|SA| =|SB]|, charakteryzujacy $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Tréjkat SCB jest podobny do ACJ (réwne katy przy wierzchotkach S, A oraz C,C).
Otrzymujemy nastepujacy ciag proporcji (pierwsza z nich zachodzi, bo AT jest
dwusieczng kata A w tréjkacie BAC; druga wynika ze wspomnianego podobienistwa;
a ostatnia z réwnoleglosci KI|NS):
|CI| |CA| _|CS| |CS| |CN|
[IJ| — |AJ| |SB| |SI|  |NK|®
Niech M bedzie punktem przeciecia prostych IN i JK. Wystarczy teraz zastosowaé
twierdzenie Menelausa do tréjkata C'JK przecigtego prosta IN:
|CI]  |JM| |KN| _
|[1.J]| |MK| INC|
W tym iloczynie skrajne czynniki daja (po wymnozeniu) wartosé 1.
Zatem |JM| = |MK]|.

794. Rozwazane wyrazenie oznaczmy literg W (stale zakladamy, ze wszystkie
mianowniki sa dodatnie). Dwukrotnie stosujemy nieréwnos$é miedzy $rednimi
(po drodze przegrupowujac czynniki):

w

WV

1 1 1 1/3
¥ (R(a,b, JQ0.ed) Rb e d)Q(a c;d)  Rla,e d)Qlab, c)) =

2/3
=3 ! >
V/R(a,b,c)Q(a, b, c) \/Rbcd Q(b,c,d) \/Racd (a,c,d)

3
V/R(a,b,¢)Q(a,b,c) + \/R(b, ¢, d)Q(b, ¢, d) + \/R(a, c,d)Q(a, c, d)

Ponownie uzywajac nieréwnoéci miedzy érednimi (wartoéci R? i 2Q?), dostajemy
oszacowanie

R(a,b, 0)2 +2Q(a, b, 6)2 _(a+b+ 0)2
R(a7 b’ C)Q(a> b’ C) g 2\/5 - 2\/5 El

czyli \/R(a,b,c)Q(a,b,c) < 27%/*(a + b+ ¢). Stad i z analogicznego oszacowania dla
d)

tréjek (b, c,d), (a,c,d) uzyskujemy kontynuacje wczesniejszego ciggu nieréwnoéci:

L 93/4 2 3 .03/2
W3 3-2 _ 372 > 3
(a+b+c)+(b+c+d)+(a+c+d) (2a +2b+3c+2d)%2 ~ /2
(bo 2a + 2b + 3¢ + 2d < 6 z zalozenia). Znaleziona warto$é zostaje osiagnieta, gdy
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wszystkie nieréwnosci staja sie rownosciami; wiec gdy 2a + 2b + 3¢ + 2d = 6 oraz
R(a,b,¢)Q(a,b,c) =2"*(a+b+c), R(b,c,d)Q(b,c,d) =27 *(b+ c+d),

\/R(a, ¢, d)Q(a,c,d) = 273/4(a +c+d),
przy czym te trzy wartosci tez musza byé réwne(!). To wymusza réwnosci a = b =d
oraz 6a + 3¢ = 6. Ponadto — oznaczajac krétko R(a,b,c) = R(b,c,d) = R(a,c,d) = R
(i podobnie Q) — musimy mieé¢ réwnoéé R? = 2Q? (do takiej pary tez byla stosowana
nieréwno$é miedzy érednimi) — czyli 24 + ¢ = 4ac + 2a*. Wraz z réwnoécia
6a 4+ 3c = 6 daje to alternatywe: a =1, c=0lub a = %, c= %. Dla czwérek

(a,b,¢,d) =(1,1,0,1) oraz (%, %, %, %) wyznaczone oszacowanie W > 3/4/2 przechodzi

w réwno$é. Zatem szukane minimum wynosi 3/+/2.
Zadania z fizyki nr 698, 699
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

698. Znalez¢ sity oddziatywania dwoéch nieprzewodzacych poétsfer o promieniach R i r,
naladowanych odpowiednio tadunkami @ i ¢, rozlozonymi réwnomiernie na
powierzchniach pétsfer. Srodki pélsfer oraz plaszczyzny ich maksymalnych przekrojéw
pokrywaja sie (rys. 1).

699. Cykl termodynamiczny sklada sie z izotermy, izobary oraz izochory (rys. 2). Gaz
poddawany przemianom jest doskonaly, jednoatomowy. Na izotermie gaz pobiera
cieplo @12, na izobarze wykonana zostaje nad nim praca Was. Oblicz sprawnosé cyklu.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

690. Jak zalezy amplituda napigcia miedzy punktami A i B,
w obwodzie przedstawionym na rysunku 3, od oporu R?

691. Elastyczna rurka o diugosci [ taczy w przestrzeni X
punkty A i B. Réznica wysoko$ci miedzy tymi punktami Eosinwt @
wynosi h (rys. 4). Wewnatrz rurki wzdluz calej jej dtugosci

lezy sznurek, ktéry przytrzymywany jest w punkcie A.

Z jakim przyspieszeniem zacznie poruszaé si¢ sznurek

w pierwszej chwili po jego oswobodzeniu? Tarcie miedzy

sznurkiem a $ciankami rurki zaniedbujemy. Rys. 3

690. Natezenie pradu plynacego przez kondensator i opornik R jest rowne
I = Ipsin(wt + o), gdzie tga = —L%.

Z warunku I = % otrzymujemy napiecie na kondensatorze Uc =
us

= Ug, sin(wt + oo — %). Jest ono przesuniete w fazie o kat 7 wazgle
oporniku Ur = Ug, sin(wt + ).

2 alo

em napiecia na

Na diagramie wektorowym (rys. 5) wektory napie¢ Ugr oraz Uc sa prostopadle,

a ich suma jest wektorem o wartosci £. Napiecie na kazdym z opornikéw r

wynosi U, = £o8inet  Wektor napiecia miedzy punktami A i B dany jest wzorem
Uap = Ugr — U,.. Z rysunku 5 wida¢, ze szukana amplituda tego napiecia jest
promieniem okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przeciwprostokatna

wynosi &. Zatem Uap, = %0 i nie zalezy od wartosci oporu R.

691. Niech Al oznacza przesuniecie sznurka w bardzo malym przedziale czasowym

po rozpoczeciu ruchu, a v osiggnietyg w tym czasie predkosé. Poniewaz Al jest mate,
mozemy przyjaé, ze v2 = 2aAl, gdzie a jest przyspieszeniem wszystkich punktéw sznurka
w chwili rozpoczecia ruchu.

Nie ma tarcia, wiec spetniona jest zasada zachowania energii: Mv?/2 = AE,, gdzie
M jest masa catego sznurka, a AFE, zmiang jego energii potencjalnej w czasie At, gdy

jego kawatek o dtugosci Al ,przechodzi” z punktu A do B. Zatem AE, = MfAl gh.
Szukane przyspieszenie dane jest wzorem: a = gh/I.
Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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