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Gauss, czyli tam i z powrotem
Bartltomiej BZDEGA

Wedtug legendy pod koniec XVIII wieku dziata si¢ nastepujaca rzecz. Pewien
nauczyciel kazal swoim uczniom dodaé¢ wszystkie liczby od 1 do 40, aby mie¢
przez dtuzsza chwile spokdj. Wszyscy, z wyjatkiem jednego, wykonywali
pracowicie kolejne dodawania i zazwyczaj popelniali btedy. Tym wyjatkowym
uczniem byt Carl Friedrich Gauss, ktéry rozumowal nastepujaco:

1 213 |---139]40
40 |1 39 | 38 | -+ | 2 1
(lewa strone réwnosci otrzymujemy, sumujac liczby w wierszach, a prawa —

w kolumnach), wiec 1+2+...4+40 = % -40 - 41 = 820. Podobne rozumowanie
stosujemy w zadaniach 1-3. Idea jest taka, zeby parowac skladniki lub czynniki:
najmniejszy z najwigkszym, drugi najmniejszy z drugim najwigkszym itd.

2(1+2+...4+40) = 40-41

Powyzszy trik mozna nieco uogoélni¢ — przeciez tabela moze mieé¢ wiecej niz dwa
wiersze, a parowanie najmniejszych z najwiekszymi tez nie jest koniecznoscia.
Dla przyktadu rozwazmy ciag liczbowy (a1, as,...,a,) i niech

Sy =a1+as+...+apdlak=12,...,n. Wowczas

(1) S1+S+...+8,=a, +2ap_1+3a,_2+ ...+ nai,

co mozna wykaza¢ za pomoca ponizszej tabelki, po lewej stronie. Ta tozsamosé
rozwiazuje zadania 4 i 5.

aq 3 °
aq ag 2 ° °
1 ° ° ° ° °
ar | as an | l1l2[3]4]s5]6|7]8]9]10]11]

Podobne rozumowanie mozemy stosowaé, zliczajac wierszami i kolumnami pary
liczb naturalnych spelniajace okreslone warunki, gdyz kazda taka para ma swoje
miejsce w odpowiedniej tabeli.

Przyktadowo policzmy wierszami i kolumnami pary (a,b), dla ktérych p® | a, gdzie
p jest ustalona liczba pierwsza, za$ a € {1,2,...,n} (w tabeli wyzej, po prawej:
n =111 p = 2). Pozostawimy Czytelnikowi zauwazenie, ze doprowadza to nas
do twierdzenia Legendre’a: liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie liczby n! na
czynniki pierwsze z wykladnikiem |n/p| + |n/p?] + |n/p?| + ...

Takie podejscie jest skuteczne w zadaniach 6 i 7.

Zadania

1. Znaj@cwzory1+2+...+n:@112+22+...+n2:%,

wyprowadzié wzér na 13 + 23 + ... +n3.

2. Udowodnié, ze dla liczb catkowitych b > a > 0 zachodzi nieréwnosé

Tt Lttt >2

Dowiesé, ze ¥/n! > y/n dla naturalnych n > 3.

4. Wykazaé, ze dla naturalnych n zachodza nastepujace rownosci:
(@)n-224+(n—-1)-2'+(n—-2)-22+...+1.2n L =ontl _pn 2
b)1-n+3-n=1)+5-n—-2)+...+2n—1)-1=124+22+ ... +n?

5. Niech H, =1+ 1+ 1+ ...+ 1 dla calkowitych dodatnich k. Udowodni¢, ze
Hy+Hy+...4+ H,_1 =n(H, — 1) dla naturalnych n > 2.

6. Niech d(k) oznacza liczbe dzielnikéw liczby naturalnej k, zas H,, — jak
< d)+d@)+td() o pp

e

w poprzednim zadaniu. Dowiesé, ze H,, — 1
7. Wykazac, ze dla kazdego naturalnego n > 2 zachodzi réwnosc
| &/n|+ [I/n] +...+ | /n] = |logyn] + |logsn| + ...+ |log, n].
8. Niech d(k) bedzie jak w zadaniu 6. Ustalmy liczbe rzeczywista « > 1. Dowiesé,
ze dla wszystkich naturalnych n > 1 zachodzi nieréwnosé
< L T = SPE e
9. Liczby calkowite a1, as, ..., a, spelniaja rownosci a1 < as < ... < ap < 2a;.
Udowodnié, ze jesli m jest liczba réznych dzielnikéw pierwszych iloczynu
aas ...an, to (ajas...a,)™ 1t > (nh)™.
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