Co ma 7 do pierwiastkéw
z dwobch i trzech?
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Na poczatek krétka zagadka: co jest wieksze, 7 + 7° czy €%? Drogi
Czytelniku! Nie wysilaj sie. Nie masz szans raczej tego poprawnie ocenié.
Wez kalkulator i sprawdz: 7* ~ 97,409091034, 7° ~ 306,019684785, zas
8 ~ 403,428793493. Suma tych pierwszych dwéch to 403, 428775819, wiec jest
nieco mniejsza niz e®. Réznica niewielka: ok. 0,000017673, mozna powiedzie¢,
ze niezauwazalna. Blad wzgledny mniejszy od 0,00000005, czyli od jednej
dwudziestomilionowej. Gdyby$my z taka precyzja chcieli podaé¢ wysokosé
Patacu Kultury, to trzeba by go zmierzy¢ z doktadnoscig do okolo jednej
setnej milimetra. Nie jest znane zadne wyja$nienie, dlaczego te dwie liczby sg
tak bliskie. Wyglada to na czysty przypadek. Ile jeszcze takich zagadkowych
zbiegow okolicznosci mamy w matematyce?

Krazy zlodliwa anegdotka o tym, jak w amerykanskich szkotach pokazuje
sie niewymierno$é liczby 7. Poniewaz /2 = 1,41, za$ /3 = 1,73, wiec

V2 + /3 = 3,14, a to — jak wszyscy wiedzg — jest réwne wiaénie 7. Rowniez
powszechnie wiadomo, ze v/2 i v/3, to liczby niewymierne, a ze suma dwéch
liczb niewymiernych jest niewymierna, wiec i liczba 7 jest niewymierna.

W tym ,,dowodzie” prawie kazde stwierdzenie jest falszywe. Czasami zadaje
uczniom w szkole, aby wyszukali wszystkie bledy w tym sformutowaniu,
prowadzacym do poprawnego skadinad wniosku. Ciekawe natomiast jest to,
ze faktycznie 7 jest bardzo bliskie sumie tych dwéch jakze podstawowych
pierwiastkéw. Znoéw przypadek?

Nie do konca. Spdjrzmy na rysunek. W czerwony sze$ciokat foremny wpisane
jest biate kolo, a w to kolo szary o$miokat foremny. Przyjmijmy, ze promien
kota wynosi 1. Pole kota jest nieco mniejsze niz pole szeSciokata, ale nieco
wieksze niz pole osmiokata. Przy czym ,na oko” réznice te sa podobne: laczne
pole wystajacych szesciu czerwonych prawie trojkatéw i taczne pole o$miu

\ biatych prawie tréjkatow wygladaja dos¢ podobnie. Innymi stowy pole kota
jest mniej wigcej srednig arytmetyczna pol tych wielokatow.

Pozostaje zatem obliczy¢ pole szesciokgta foremnego opisanego na kole
jednostkowym i pole oSmiokata foremnego wpisanego w to koto i przekonaé
sie, ze pierwsze z nich to 2v/3, a drugie to 2v/2. Ich $rednia arytmetyczna
to po prostu v/3 + /2, a ze pole kota to 7, wiec mozemy zrozumieé, ze

w bliskosci tych dwdch liczb nie ma wigkszej tajemnicy.

ﬂ Czasem wiec tego typu zagadkowa koincydencja ma racjonalne wyttumaczenie,
Rozwigzanie zadania M 1624. tak jak to sie stato na przyklad w przypadku statej Ramanujana

Ustalmy k < n oraz dowolne wartosci /163

zmiennych z; € [0, 1] dla ¢ # k. Wéwczas e ~ 262537412640 768 743,999 999999 999 25,

wyrazenie Z’v<'v<” |y — 17_7'\ mozemy ; . . . . . .

traktowaé jako funkcje zmiennej zp. Jest ~ KtOra jest tak bliska liczbie catkowitej, ze Martin Gardner w numerze

to funkcja scisle wypukla, jako suma primaaprilisowym Scientific American z roku 1975 obwiescil po prostu,

$cisle wypuklych funkcji |z, — ;| dla I ) . ) 3 . A A .

i # k oraz stalych |z; — a;| dla i, # k. ze to jest, zgodnie z przewidywaniami Ramanujana, liczba catkowita.

W tej sytuacji najwigksza wartosé tej Istniejace wtedy kalkulatory nie radzily sobie z taka dokladnoscig i tatwo
funkcji jest przyjmowana na krancach L, ., . 5 L. K L
dziedziny, tj. dla zy = 0 lub 2, = 1. bylo czytelnikéw wkrecié¢ w zart. Ramanujanowi sie udato, bo jego imieniem

Z dowolnosel wyboru & wnioskujemy, 2y a7 wwano staly, ktéra zostala duzo przed nim odkryta przez Charlesa
najwieksza wartosé¢ badanego wyrazenia )

jest przyjmowana dla pewnej konfiguracii ~ Hermite’a (w 1859 r.), a on sam z nig akurat nie mial nic wspdlnego. Ale
z; € {0,1}, ¢ < n. Jesli k sposréd . , . . . .
zart Gardnera byl na tyle nosny, ze nazwisko stynnego Hindusa przylepito

zmiennych x; jest réwne 1, to rozwazana

suma ma wartosé sie do tej stalej mocniej niz nazwisko prawdziwego odkrywcy. Okazuje sie,

k(n — k) = (;)2 - (% - kf)2 ze bliskos¢ tego wyrazenia do liczby catkowitej bynajmniej przypadkowa nie
i przyjmuje najwieksza wartosé dla jest, lecz wynika z algebraicznej teorii pierscieni i zwigzanych z nimi liczb
k= L?J rowna L?J ' (ﬂ = L;J Heegnera.
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